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Resumo

Colorizacéo é a arte de adicionar cores a uma imagem ou filme em preto e branco. Desde 1970
até os dias atuais, processos assistidos por computadores vém sendo desenvolvidos com esse

propasito.

No escopo da Computacdo Grafica e Algebra Linear, existem diversas abordagens com
0 intuito de colorir midias em tons de cinza. Dentre elas, uma nos chamou atenc¢do. Em agosto
de 2004, um grupo de professores da Universidade Hebraica de Jerusalém apresentaram um
algoritmo de colorizacao simples e intrigante: apds rabiscar areas especificas de uma imagem
em preto e branco com tracos coloridos, 0 método era capaz de propagar €ssas cores
adequadamente para as regifes desejadas. Infelizmente, tal método apresenta pouco respaldo
teorico disponivel e, mesmo assim, ele é usado constantemente como referéncia em inimeros

artigos.

Este trabalho, portanto, tem por objetivo inicial expor um estudo teérico e pratico do
algoritmo de colorizacdo via otimizacdo. Por meio de toda a andlise desenvolvida, mostramos
métodos de resolucdo mais eficientes se comparados com a abordagem proposta pelos autores
do mesmo. Indo além, propomos uma outra alternativa que se aplica ao algoritmo de forma a

reduzir drasticamente o seu tempo de processamento.

Consolidamos entdo, esta monografia, ndo somente com uma ferramenta de edic¢do
gréfica pratica que incorpora tal metodologia de colorizagdo melhorada, mas que serve também

como referéncia para futuros trabalhos.



Abstract

Colorization is the art of incorporating color to black-and-white image or video. Since 1970,
computer-assisted techniques have been developed to address this problem.

Within Computer Graphics and Linear Algebra, there are several methods with the
objective of coloring media in tones of gray. Among them, a technique from the Hebrew
University of Jerusalem drew our attention. The approach is simple and intriguing: after
scribbling specific areas of a black-and-white image with color strokes, the method is capable
of adequately propagating these colors throughout the image. Although the method does not
have a strong theoretical backing, it is still is used as reference in a large number of works.

Therefore, this work has the initial objective of introducing a theoretical and practical
study of the abovementioned colorization technique. By means of our analysis, we present
methods of comparatively more efficient resolution. Furthermore, we propose an alternative

that drastically reduces the running time of the algorithm.

We thus consolidate in this monography, not only a practical tool for image colorization
that takes advantage of this improved colorization methodology, but also as theoretical

reference for future works.
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1. Introducéao

1.1 Contextualizacdo e Motivacao

O termo “colorizac¢do” foi introduzido em 1970 e posteriormente patenteado por Wilson Markle
[1]. Seu significado define o processo de transferir informacdes de cores para algum material

monocromatico?, comumente, imagens ou filmes em tons de cinza.

Algumas décadas atrds, o processo de colorizacdo ndo era bem visto e se tornou
impopular devido a opinido de que arruinava trabalhos originais [3]. No entanto, o inegavel fato
de que a presenca de cores aumenta a impressdo artistica de obras em varios aspectos se

manteve como principal motivacao para que essa mudanca fosse aceita [4].

Por meio de cores, podemos aumentar o apelo visual de figuras ou cenas em preto e
branco. Fotos antigas ganham vida, filmes classicos se tornam modernos e até mesmo
resultados cientificos ou médicos se beneficiam quando coloridos. Exemplificando, imagens
obtidas por meio de Ressonancia Magnética (RM), raios-X e tomografia computadorizada (TC)
sdo naturalmente monocromaticas [5]. Contudo, por meio de um processo de colorizagéo,

podemos reforcar particularidades da gravura para fins de apresentacédo e demonstracao.

Nos ultimos anos, diversas técnicas avancadas e eficientes de colorizacdo foram
desenvolvidas. Essas técnicas podem ser baseadas em diferentes abordagens como:
transferéncia de cores [6], analogia entre imagens [7], segmentacéo [8], previsao de cores [9],

relacdo probabilistica [10], entre muitas outras.

Ainda assim, apesar dos inumeros métodos ja propostos, a grande maioria deles requer
consideravel intervencdo do usuario ou apresentam a necessidade de ter-se em méaos recursos
muito especificos (imagens muito parecidas ou referéncias altamente detalhadas, por exemplo).
Dentro desse contexto, o processo de colorizagdo acaba tornando-se uma tarefa tediosa e de alto

consumo de tempo.

1 Imagens em escala de cinza sdo também chamadas de monocromaticas, denotando a presenca de uma (mono)
cor (croma) [2].
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1.2 Trabalho e Objetivo

Em agosto de 2004, trés professores e pesquisadores da Universidade Hebraica de Jerusalém,
Anat Levin, Dani Lischinski e Yair Weiss, apresentaram na SIGGRAPH (Special Interest
Group on Graphics and Interactive Techniques) - conferéncia anual sobre computacdo gréfica
convocada pela organizagio ACM SIGGRAPH - um novo método de colorizagdo via
otimizacdo. Tratava-se de um algoritmo matematico que automatizava o processo de adi¢do de
cores a imagens ou videos monocromaticos reduzindo drasticamente a quantidade de

intervencdo do usuério. O artigo referente ao método [11] é encontrado em [12].

O processo de colorizacdo proposto vai aléem da deteccdo manual de regifes. Nessa
abordagem, ao invés de delinear fronteiras com precisdo, 0 Usuério precisa apenas inserir na
imagem alguns rabiscos coloridos. A partir dai, o algoritmo é capaz de propagar as cores

indicadas nos tracos e produzir uma imagem completamente colorida.

O método se baseia na simples premissa de que pixels vizinhos com intensidades
semelhantes devem ter cores semelhantes. Essa premissa é formalizada usando uma funcgéo de
custo quadratico e obtemos assim um problema de otimizacdo ndo linear que pode ser resolvido

eficientemente por técnicas padroes.

Fazendo uma pesquisa rapida, é possivel perceber que varias novas abordagens de
colorizacdo utilizam tal método de alguma forma: seja como base, etapa de um processo
particular ou referéncia. No entanto, pouco conteudo é explicado e detalhado, tornando a analise
tedrica que envolve o metodo de colorizagdo via otimizacdo mais trabalhosa. De dominio
publico, s6 existem atividades fazendo uso do algoritmo, mas nenhuma delas se preocupa em

estudar a fundo o funcionamento de tal algoritmo.

Diante disso, neste trabalho decidimos reproduzir o método de colorizacdo via
otimizagdo apresentado por Anat Levin, Dani Lischinski e Yair Weiss, particularmente para
imagens. Indo além do que é exposto no artigo [11], fazemos uma analise matematica de seus
detalhes com o objetivo de especificar melhores caminhos para a resolucdo do problema.
Realizamos também variagdes em algumas componentes da funcao objetivo obtida para fins de
comparacdo e com o intuito de aferir novos resultados. Dessa forma, por meio de todo o
respaldo tedrico elaborado, determinamos uma maneira mais rapida e eficiente de executar o

algoritmo.
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N&o obstante, o penultimo capitulo deste trabalho vai além do escopo inicial do
anteprojeto e incorpora todo o estudo que é feito nos capitulos antecedentes. Propomos a
integracdo de uma ideia nossa capaz de tornar o algoritmo de colorizacéo via otimizagdo ainda
mais eficiente. Nele, assuntos como filtros espaciais, de alcance, bilaterais e operacfes de
redimensionamento séo explicitados e auxiliam na construgdo de uma aplicacgdo de colorizacéo

mais pratica e atraente.

1.3 Estrutura da Monografia

Um processo de otimizacdo pode ser dividido em duas etapas: a modelagem e a resolugdo. A
primeira etapa consiste em construir um modelo matematico apropriado de acordo com as
necessidades do problema, isto é, identificar uma funcdo objetivo, variaveis e restricdes. Ja a
segunda, uma vez que o modelo tenha sido formulado, determina e faz uso de um algoritmo de

otimizacdo adequado na resolucéo do problema [13].

Deste modo, decidimos organizar este trabalho em cinco capitulos. O primeiro, como ja
observado, introduz e estabelece o tema de colorizagdo esclarecendo os objetivos a serem

alcancados e apresentando de que forma esta monografia esta disposta.

O segundo capitulo tem como escopo descrever a etapa de modelagem do problema de
colorizagdo via otimizacg&o. Inicialmente, apresentamos breves definicGes de imagens em tons
de cinza e espagos de cores para melhor entendimento do assunto. Depois realizamos a
formalizacdo do problema seguida da descricdo formal da nossa maneira de modela-lo.
Concluindo o capitulo, determinamos a formulacdo final e, assim, estaremos aptos a dar

seguimento iniciando a etapa de resolucéo.

O terceiro capitulo se preocupa em indicar um algoritmo de otimizag&o apropriado para
resolver o problema de otimizagdo obtido. Para isso, a principio levantamos questfes que
envolvem um problema de minimizacdo genérico bem como aspectos de func¢des quadraticas
definidas em R™. Prontamente, classificamos a func¢do objetivo do problema estudando suas
caracteristicas. Analisamos métodos de resolucédo apropriados e determinamos quais beneficios
cada um deles pode nos proporcionar. Ndo somente, estudamos a forma de resolugéo adotada
pelos autores em [11] fazendo um comparativo com a nossa. Uma implementagéo do algoritmo,

deste modo, € sugerida e entdo estamos prontos para realizar testes e estudar resultados.
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O quarto capitulo € a parte do trabalho que avalia os resultados. Nele, comegamos
explicitando questdes técnicas e de implementagdo. Recordamos o leitor sobre todos os
parametros que foram definidos ao longo da modelagem e resolucdo do problema e, assim,
fazemos modificacbes nos mesmos visando estudar suas implicacfes nas saidas geradas - em
termos de qualidade e tempo de processamento. Seguidamente, confrontaremos a nossa
implementacdo do algoritmo com a proposta pelos autores em [12] verificando um ganho
significativo de velocidade de execucdo da nossa abordagem. O Capitulo 4 ¢é entdo encerrado
expondo uma colecdo de diversos tipos de imagens (gravuras de paisagens, artes digitais,

fotografias antigas, entre outras) que foram coloridas pela nossa aplicacao.

O quinto capitulo tem por objetivo aplicar ao método de colorizagéo via otimizacdo uma
ideia nossa capaz de aumentar sua eficiéncia. Para isso, introduzimos a principio assuntos de
Computacao Gréfica que nos levam a formalizagdo da nossa sugestdo: produzir uma solucdo
aproximada para uma imagem de alta resolugéo por meio da mesma em baixa resolugdo. Dessa
forma, mostramos que é possivel alcancar 6timos resultados diminuindo consideravelmente o
tempo de execucdo. Por fim, sugerimos um ultimo extra a nivel de implementacéo que torna a

aplicacdo mais ostensiva.

O sexto e ultimo capitulo conclui todo o estudo sucedido. Nele constam os objetivos de
pesquisa e como eles foram alcancados, uma descricdo metodoldgica das etapas de
desenvolvimento, dificuldades encontradas e um conjunto de novas ideias que podem ser
utilizadas e elaboradas em trabalhos futuros. As consideracdes finais, entdo, sdo dadas na forma

de uma discussdo sobre 0s beneficios pessoais que este trabalho nos proporcionou.
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2. Formulacéo

Antes de partimos para a formalizagdo do problema e iniciarmos discussdes acerca da
modelagem da funcao objetivo proposta no artigo [11], € necessario o clareamento de alguns
conceitos relacionados. Os proximos dois itens desta secdo explicam de forma sintética
defini¢cBes fundamentais como: o que é a intensidade nhuma imagem e a importancia de um

espaco de cor.

2.1 Imagens em Preto e Branco - Definindo Intensidade

Em fotografia e computagdo, uma imagem em tons de cinza é tal que o valor de cada pixel
carrega uma Unica informacao: a intensidade [14]. Imagens desse tipo, mais conhecidas como
gravuras em preto e branco, contém apenas tonalidades de preto, branco e cinza. Todas essas
tonalidades podem ser obtidas simplesmente variando o nivel de brilho, isto é, variando o nivel

de intensidade.

A intensidade de um pixel, portanto, define o tom de cinza e pode ser expressa por um
valor dentro de uma faixa predeterminada. Em um modelo exemplificativo, esse valor poderia
corresponder a qualquer fracdo entre 0 (auséncia total de intensidade, preto) e 1 (presenca total

de intensidade, branco).

Figura 2.1: Niveis de intensidade variando entre seu minimo e maximo.

Note que essa notacdo € apenas usada para simplificar a no¢éo de intensidade em artigos
académicos. Elas ndo definem o que de fato as cores preto e branco representam em termos de

colorimetria?.

2 Colorimetria é a ciéncia e tecnologia usada para quantificar e descrever fisicamente a percepcao humana

das cores [15].
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2.2 Espacos de Cor

Espaco de cor é um espaco geomeétrico tridimensional com eixos apropriadamente definidos de
modo que as representacGes para todas as possiveis percepcdes de cores dos seres humanos se
encaixem dentro dele. Nesse espaco, cada cor é interpretada como um ponto [16].

Em um sentido mais descomplicado da definicdo acima, podemos dizer que espacos de
cor definem uma gama de cores e tonalidades disponiveis segundo algum critério. Como seres
humanos, podemos definir uma cor por seus atributos de luminosidade (claridade), matiz
(tonalidade) e saturacdo (vivacidade). Um computador pode descrever uma cor usando
quantidades de vermelho, verde e azul. Uma impressora pode produzir uma cor especifica em
termos da reflexdo e absorcao de tintas ciano, magenta, amarela e preta numa folha de papel
[17].

O principal objetivo do espaco de cor €, entdo, nos auxiliar a descrever cores entre
pessoas, maquinas ou programas. Por meio de modelos, as cores podem ser representadas por
tuplas de numeros tipicamente compostas por trés valores chamados de componentes. Essas

componentes indicam a posicao de uma determinada cor dentro de um espaco de cor.

Ao longo dos anos, diversos desses espagos foram criados com o propoésito de atender
determinadas necessidades ou limitacGes. Existem espacos de cor baseados no sistema visual
humano (Red, Green and Blue - RGB, Hue, Saturation and Value - HSV, Hue, Saturation and
Lightness - HSL), especificos de aplicacdes, dispositivos e sistemas (YUV, YIQ, CMY(K)),
além dos espacos de cor determinados pela CIE (International Commission on Illumination)
(CIE XYZ, Lab e Luv) [18].

Para o proposito deste trabalho, dois desses espacos nos interessam. S&o eles RGB e
YUV. Os proximos dois itens desta secdo descrevem um pouco Seus aspectos assim como

formas de se converter uma determinada cor de um espago para outro.

2.2.1 Espaco de Cor RGB (Vermelho, Verde e Azul)

O espaco de cor RGB € amplamente utilizado no meio da computacéo grafica. Vermelho, verde
e azul séo trés cores aditivas primarias (elementos individuais que sdo misturados para formar
uma cor desejada) e nesse espaco representam as trés componentes [19]. Seus valores costumam

variar dentro de uma faixa que vai de 0 até 255.
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O espaco geométrico tridimensional pode ser obtido tratando os valores das
componentes como coordenadas cartesianas comuns em um espaco euclidiano. Para o espaco
de cor RGB, esse volume tridimensional pode ser representado por um cubo como mostrado na
Figura 2.2. Note que o valor de intensidade minima (preto) ocorre no vértice (0,0,0), o valor
de intensidade méaxima (branco) ocorre no vértice (255,255,255) e a diagonal que liga esses

dois pontos representa os varios tons de cinza.

Blue

BLUE CYAN

(255.255,255)

MAGENTA

WHITE

HUBE ; - GREEN
{0.0.0)

RED YELLOW

Figura 2.2: Espago de cor RGB.

O espaco RGB é a escolha mais prevalecente no meio digital uma vez que grande parte
dos monitores costumam produzir todas as cores necessarias por meio de vermelho, verde e

azul [19]. Portanto, escolhé-lo simplifica a arquitetura e o projeto de um sistema ou aplicacéo.

Mesmao assim, esse espaco ndo costuma ser muito eficiente quando queremos trabalhar
separadamente com tons de cinza e cores. Por exemplo, suponha que queremos modificar a
intensidade e a cor de um determinado pixel separadamente. Seria necessario ler as trés
componentes, calcular a intensidade e a cor, fazer as modificagdes necessarias nesses valores e
recalcular as novas componentes de vermelho, verde e azul. Se fosse possivel acessar
diretamente um valor que armazenasse a intensidade e outro que armazenasse a cor, esse

processo seria mais rapido e eficiente.

Muitos padrdes de video apresentam essa necessidade, isto €, armazenar o valor da
luminancia® e crominancia* de forma separada. Os espagos de cor mais comuns que atendem

essa necessidade sdo YUV e YIQ.

3 A luminancia é a informac3o de brilho (intensidade) da luz presente em um sinal de video [20].
4 A crominancia é a informac3o de cor presente em um sinal de video [20].
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2.2.2 Espaco de Cor YUV e YIQ (Luminancia e Crominancia)

Os espacos de cor YUV e YIQ sdo muito presentes no meio da transmissdo de televisdo.
Enquanto que Y representa a componente de luminancia - ao qual nos iremos nos referir
simplesmente como intensidade - U e V, assim como | e Q, representam as componentes de

crominancia - responsaveis por codificar a cor.

A principal caracteristica desses espacos é a capacidade de separar uma cor codificada
em RGB em uma componente de intensidade (tons de cinza) e duas componentes de cor. No
sistema de transmissédo Europeu (PAL), os sinais RGB séo convertidos para o espago YUV

pelas seguintes equacoes [21]:

Y = 0.299R + 0.587G + 0.114B, (2.1)
U=-0.147R — 0.289G + 0.4368B, (2.2)
V =0.615R — 0.515G — 0.100B. (2.3)

Jé& a conversdo de YUV para RGB é dada por:

R =Y +1.140V, (2.4)
G =Y —0.395U — 0.581V, (2.5)
B =Y +2.032U. (2.6)

Para valores de RGB definidos em um intervalo que varia de 0 a 255, temos Y variando
de 0 a 255, U variando de —112 a 112 e V variando de —157 a 157. Com isso, 0 espaco de
cor YUV pode ser visualizado na Figura 2.3. Note que para esses valores, o espaco formado

ndo caracteriza um cubo como em RGB.

I WHITE _(255.0.0)
YELLOW » CYAN

TA

RED " U

(0.0.0) BLACK

Figura 2.3: Espaco de cor YUV.



17

Ainda na Figura 2.3, podemos verificar que o valor de intensidade minima (preto) ocorre
no Vvértice (0,0,0), o valor de intensidade méxima (branco) ocorre no vértice (255,0,0) e a linha

que liga esses dois pontos representa os varios tons de cinza, ou seja, 0 eixo Y.

Observe agora a Figura 2.4. Sua primeira imagem mostra a representacdo do espaco de
cor YUV quando visto do seu lado mais escuro (quando Y = 0). Repare que 0 meio da regido
é completamente preto, onde U e V valem 0 e Y também. A medida que os valores de U e V

movem-se em direcdo aos limites do volume, podemos comecar a perceber o efeito das cores.

Ja a segunda imagem da Figura 2.4 mostra a mesma regido vista do seu lado mais claro
(quando Y = 255). O raciocinio é analogo. O meio da regido é completamente branco, onde
UeVvalem0eY éigual a 255. A medida que os valores de U e V se afastam do eixo Y, as

cores comegam a se mostrar de forma mais evidente.

Figura 2.4: YUV visto do seu lado mais escuro e mais claro, respectivamente.

Da mesma forma, no sistema de transmissao americano (NTSC), os sinais RGB séo

convertidos no espaco Y1Q de acordo com as seguintes equages [21]:

I = 0.596R — 0.275G — 0.321B = Vcos(33°) — Usen(33°), 2.7)
Q = 0.212R — 0.523G + 0.311B = Vsen(33°) + Ucos(33°). (2.8)

Enquanto que a componente Y ¢ definida da mesma maneira, as componentes U e |,
assim como V e Q, diferem por uma rotacdo de 33°. Por esse motivo, YUV e YIQ sdo
considerados espacos analogos. Para mais informac@es detalhadas a respeito desses espacos de

cor e suas correspondéncias, veja [22].
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2.3 Formalizacdo e Modelagem

Dada uma imagem em tons de cinza, o problema de colorizacdo estudado consiste em gerar
uma imagem colorida a partir de um conjunto de tracos coloridos inseridos na imagem original,

via técnicas de otimizacao.

Para tanto, as cores dos tracos devem se propagar para as demais regides de forma que
a intensidade dos pixels coloridos e ndo coloridos seja semelhante. A Figura 2.4 ilustra esse
objetivo.

Figura 2.4: Imagem rabiscada (esquerda), imagem produzida pelo método (meio) e imagem

original (direita).

Repare que a propria descri¢do do problema sugere a conveniéncia de termos separado
a intensidade e a cor de um pixel. O espaco de cor adequado para uma formalizacdo matematica,
portanto, seria YUV ou YI1Q. Posto que esses espacos sdo analogos, a escolha de qualquer um
deles é apropriada. Neste trabalho, assim como no artigo [11], utilizamos YUV. Vimos que,
enquanto a componente Y representa a intensidade de um pixel - e por conta disso, é conhecida
para todos os pixels em uma imagem em preto e branco -, as componentes U e V codificam sua

cor. Dessa forma, estamos interessados em determinar as componentes U e V de todos os pixels.

Dito isso, 0 proximo passo é entender como a fungéo objetivo foi estabelecida. Para tal,
a partir daqui estaremos sempre considerando uma imagem de tamanho w x h composta por

n = w. h pixels, onde cada pixel é identificado por um inteiro entre 1 e n.

2.3.1 Funcao Objetivo

Como mencionado na introducédo, nés queremos impor a condi¢do de que dois pixels vizinhos
tenham cores similares caso suas intensidades sejam parecidas. Portanto, nos estamos

interessados em minimizar a diferenca entre a cor (componentes U e V) de um dado pixel com
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a média ponderada - medida em termos das intensidades (componente Y) - das cores dos pixels

vizinhos.

Uma vez que essa funcdo mede uma diferenca para cada pixel da imagem, uma escolha
adequada é o somatorio das diferencas. Além disso, para evitar que essas subtracdes resultem
em valores negativos, € natural nesse tipo de situagdo fazer uso de soma de quadrados. Sendo

assim, obtemos as seguintes func@es quadraticas:

2
jn = (Ur— > %) 29)

reP SEN(r)
V 2
w.
J(V)=2<Vr— > 2—w> (2.10)
repP SEN(T) s'EN(r) Wrsr

onde P é o conjunto de todos os n pixels da imagem, N(r) é o conjunto de todos os pixels
vizinhos (pixels adjacentes) de r, U,. e V,. s&o as componentes de cor do pixel r e, finalmente,
w,s € uma funcdo de peso - grande quando as intensidades dos pixels r e s sdo parecidas e

pequena quando diferentes.

As duas funcdes descritas acima sao aprimoramentos das proposta em [11] incorporando

a normalizacdo dos pesos para as componentes U e V.. Poderiamos denotar

W = Wis
rs —
Dsre N@) Wrsr
tal que
Wy =1,
SEN(T)

e reescrever as Equacdes (2.9) e (2.10) como

jn = (Ur— > v‘vrsus>2,

repP SEN(T)

jn= (Vr - v—vrsvs>2.
SEN(T)

reEP
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Além disso, com o objetivo de facilitar a analise do comportamento dessas funcoes,

decidimos reescrevé-las utilizando notagdo matricial conforme vemos a seguir:

J(U) = (U=wWU)T(U - WU), (2.11)

JV) = (V= wW)T(V —wv). (2.12)

Nas EquacOes acima temos que U e V denotam vetores de tamanho n e W denota uma matriz

de tamanho n x n tal que cada elemento W = {aij}:lj é dado por

. Wij' SejEN(i)
ay = { NG (2.13)
E importante perceber que W sera uma matriz esparsa. Repare que a quantidade de
valores ndo nulos armazenados em cada linha i de W € igual ao nimero de vizinhos do pixel i.
Se chamarmos de R o raio da vizinhanca, entdo para R = 1 (um total de 8 pixels adjacentes) e

uma imagem de dimensao 32 x 32 pixels, a estrutura dessa matriz ¢ mostrada na Figura 2.5.

100

2001

3001

4001

s00F

600

F00F

a0

go0

1DDD C L 1 1 1 ha|
1] 200 400 600 800 1000
nz = G836

Figura 2.5: Estrutura da matriz esparsa .

Temos com isso as defini¢Ges das fungdes objetivo (2.9) e (2.10) em um formato muito
mais pratico. Assim, supostamente estamos preparados para atacar o problema de otimizacdo,
isto é:

minimizar J(U), (2.14)

minimizar J (V). (2.15)
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No entanto, ha dois pontos que merecem atencdo. O primeiro trata da funcéo de peso w,.. Que
tipo de comportamento essa funcdo deve assegurar? O segundo diz respeito as variaveis do
problema. O que de fato é varidvel e constante nessas funcbes?

Daqui em diante, todo o desenvolvimento matematico relacionado com as funcdes
objetivo seréd narrado apenas em termos da Funcdo (2.9) responséavel pela componente U. O
raciocinio que sera desdobrado é idéntico para (2.10) e por isso sera omitido. Vale também
lembrar que o estudo que esta sendo realizado foi por nos efetuado, uma vez que no artigo [11]

o0s autores se limitam a fornecer apenas uma breve explicacdo das Equaces (2.9) e (2.10).

2.3.2 Funcao de Peso

Uma funcéo de peso w é uma funcéo positiva tal que w: A - R* onde A é um conjunto discreto
de elementos. Seu principal proposito é aumentar a influéncia (aumentar o “peso”) de
determinados elementos em um dado conjunto [23]. Por conta disso, esse tipo de funcgéo

costuma ser usado em somas na producdo de pesos relativos de médias ponderadas.

Na funcdo objetivo apresentada em (2.9), podemos perceber que cada parcela do
somatorio € composta pela diferenca entre a componente U de um pixel r e a média ponderada
da componente U de cada pixel s vizinho de r. A funcdo de peso w,g, nesse contexto, é
responsavel por ponderar essa média impondo a condicdo de que dois pixels vizinhos r e s
tenham cores parecidas se suas intensidades forem semelhantes. A Figura 2.5 mostra esse
comportamento para o raio de vizinhanca igual a 1. A espessura das linhas determina a

magnitude do peso.

Figura 2.5: Peso relativo de cada pixel vizinho de acordo com suas intensidades para R = 1.



22

Quando falamos em uma funcéo de peso responsavel por medir o quao fortemente pares
de pixels adjacentes estdo juntos numa imagem, estamos, em outras palavras, tentando
estabelecer um nivel de afinidade entre esses pixels. Esse tipo de funcédo é usado extensivamente
em algoritmos de segmentacdo de imagens [24] e é usualmente referido como funcdo de

afinidade.

Em [11], duas funcdes de peso foram propostas. A mais simples é comumente utilizada
em algoritmos de segmentacdo de imagens e é baseada no quadrado da diferenca entre duas

intensidades. Sua equacéo é dada por:

—(Yr—Ys)? o (2.16)

Essa equacdo nada mais € do que uma fungdo Gaussiana. A “curva de sino” caracteristica de
seu grafico nos fornece o comportamento que a nossa funcéao de afinidade w,.; deve apresentar:
uma transicdo suave que leva em consideracdo a diferenca de intensidades entre dois pixels

vizinhos.

Jé& a segunda funcdo é baseada na correlagcdo normalizada entre duas intensidades:

1
Wps =1+ o2 Y — 1) (Y5 — ). (2.17)
T

N&o entraremos no mérito de discuti-la uma vez que os proprios autores a apontam como sendo

qualitativamente e eficientemente inferior.

Em ambos os casos, Y, representa a componente de intensidade de um pixel r enquanto
que u, e o2 representam a média e a variancia das intensidades, respectivamente, na

vizinhanga desse pixel.

Além dessas funcdes, propomos uma terceira alternativa semelhante com a Equacéao
(2.16):

—(Yp—Ys)?
W = e =¥y (2.18)

O diferencial aqui € a substituicdo da variancia por um fator de normalizagdo constante t ao

qual chamaremos de valor de limiar.

Propomos esta funcéo por dois motivos: oferecer um grau de liberdade ao usuério - que

podera determinar qual valor ¢ deve assumir - e evitar o calculo de o,.2. A Figura 2.6 mostra o
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comportamento da Funcdo (2.18) para valores de limiar iguais a 10 (valor pequeno que o,
pode assumir), e 16256 (variancia maxima aproximada das intensidades em uma vizinhanca),
respectivamente. O eixo vertical representa w,.; enquanto que o eixo horizontal a diferenca d =
Y, - Y,.

&0 100 120 140 160 180 200 220 240
i I 1 h 1 1 L I L

Figura 2.6: Gréaficos parat = 10 (esquerda) e t = 16256 (direita).

Repare que quando t = 16256, menos sensivel o peso se mostra frente a diferenca de
intensidades. Ja para t = 10, a funcdo de peso tende a ser mais rigorosa diante dessa diferenca.
Isso sugere gque para gravuras com transi¢cfes muito bem definidas, um valor de t pequeno se
comportara de forma mais adequada enquanto que, para imagens mais desfocadas, valores de t
maiores seriam mais apropriados. No Capitulo 4, onde discutimos os testes realizados,

verificaremos como os resultados reagem a cada uma dessas funcdes de afinidade.

2.3.3 Variaveis

Para identificar as variaveis do problema, vamos atentar a descri¢cdo dada no inicio da Secao

2.3 e a funcdo objetivo definida na Equacéo (2.11).

Estamos interessados em descobrir as cores de cada pixel ndo colorido, isto é,
determinar a componente U de todos os pixels que ndo foram rabiscados. Repare que os pixels
que receberam um rabisco ndo séo variaveis. Esses pixels adquiriram uma cor (a componente

U da cor do rabisco) e, portanto, sdo constantes do problema.

Na funcéo objetivo, isso significa que o vetor U é composto de elementos desconhecidos
(os pixels ndo rabiscados - variaveis) e elementos conhecidos (os pixels rabiscados -
constantes). Exemplificando, para uma imagem com n pixels, onde 0s k primeiros pixels

receberam um rabisco, teriamos que:
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U= 1[0, U, = U¢ Ugpr - Upy Uyl (2.19)
onde U, é a componente U da cor do pixel x rabiscado.

No entanto, € um inconveniente as variaveis e as constantes serem representadas da
mesma maneira. Uma alternativa de resolver tal situacdo € adicionar uma restricdo de igualdade
no problema de minimizagdo dado por (2.14). Feito isso, estamos interessados em resolver o

seguinte problema:
minimizar J(U) sujeito a U, = U, parak € K (2.20)
onde K € o conjunto de pixels que foram rabiscados.

Restricdes de igualdade costumam ser tratadas por métodos de penalidade. Esses
métodos tentam aproximar um problema de otimizacdo restrito em um problema de otimizacéo
irrestrito. A aproximacao € feita adicionando um novo termo a funcdo objetivo que prescreve
um alto custo caso a restri¢do seja violada [25]. A ideia, portanto, é substituir o problema (2.20)

por uma aproximacao irrestrita da forma:
minimizar J(U) + AP(U) (2.21)

onde A é um escalar positivo conhecido como parametro de penalidade e P € uma funcdo em

R"™ chamada de funcéo de penalidade responsavel por incorporar a restri¢éo.

O préximo passo é, portanto, determinar uma funcao de penalidade adequada. Em casos
em que a restricdo é definida por um nimero de igualdades, uma funcéo de penalidade muito

utilizada é a soma das viola¢Ges ao quadrado:

P(U) = Z U =T % (2.22)

keK

Combinando o problema de minimizacdo (2.21) com a equagdo (2.22) geramos uma

funcdo objetivo quadratica aumentada dada por:

0(U, 1) = Z (Ur - 2 v_vrsUs>2 + 2 Z (U — ) 2. (2.23)

repP SEN(r) kEK

Dessa forma, cada restricdo nao satisfeita influéncia 6(U,A) acrescentando uma
penalidade igual ao quadrado da infragdo. Essas penalidades sdo somadas e multiplicadas por
A. Obviamente, essa influéncia é contrabalanceada por J(U) e pela ordem de grandeza de A, no

entanto, abordaremos essa questdo também no Capitulo 4 onde falamos sobre os resultados.
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Em notacdo matricial, a Equagdo (2.23) pode ser escrita de uma forma muito mais
simples:
o(UN)= U-WU)TWU-WU)+ AU - DHTcW - ), (2.24)
onde U denota um vetor coluna de tamanho n armazenando a componente U dos pixels
rabiscados, isto &, U = {Uk}: tal que

i ={l~]k, sek €K
k 0, seke¢ K’

e C denota uma matriz diagonal de tamanho n x n da qual cada elemento C = {c;;}}; é dado

(2.25)

por

1, sei €K
ci =1 (2.26)

— o, sei &K’

Com isso, respondemos as duas questdes que foram abertas - a caracterizacdo da funcao

de peso e a formalizacdo das variaveis. Mantendo a simplicidade conceitual e a praticidade da
funcéo original, fomos capazes de determinar uma nova funcdo, ainda quadratica, com n

variaveis bem definidas.

2.3.4 Formulagéo Final

Na Subsecdo 2.3.1, descrevemos uma forma de determinar a funcdo objetivo e levantamos
questBes acerca de detalhes ndo explicitados no artigo [11]. J& na Subsecdo 2.3.2, mostramos
as fungdes de peso sugeridas pelos autores e propomos uma nova funcéo a ser testada. Por fim,
na Subsecdo 2.3.3, determinamos uma maneira amigavel de reescrever a fungdo objetivo
discretizando as variaveis e as constantes do problema. Assim sendo, abaixo apresentamos a

formulacdo final para 0 nosso problema de minimizagéo:

2
min 8(U, 1) = z (Ur - Z v_VrSUS> + 2 z (U = Ti)?, 2.27)

repP SEN(T) k€K

mino(V, 1) = >’ (Vr - v‘vrsvs>2 +AY (=T (2.28)

repP SEN(T) k€EK
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Em notacdo matricial, os mesmos problemas podem ser escritos da forma:

min 8(U, 1) = (U—-WU)T(U - WU) + AU - DHTcU - ), (2.27)
minO(V,1) = (V —WV)'(V —wv) + A(v — 7) c(v - V). (2.28)

Assim, terminamos a fase de modelagem do processo de otimizagdo e estamos aptos a

dar seguimento iniciando a etapa de resolucao.
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3. Resolucao

Uma vez que o modelo tenha sido formulado, um método de otimizacao deve ser especificado
para encontrar sua solucao. Nao existe forma ou algoritmo de otimizacdo universal, isto €, um
modo ideal para resolver todo e qualquer problema. Em vez disso, existem inimeras abordagens

onde cada uma é mais apropriada para tipos particulares de problemas de otimizacdo [13].

A importéncia do método escolhido estd associada a velocidade que o problema sera
resolvido e ao tipo de solucdo que - possivelmente - sera encontrada. No nosso caso, esses
assuntos relacionam-se intrinsecamente ao carater de um problema de minimizacao irrestrito

assim como a natureza de uma fung&o quadratica.

Posto isso, essa secdo se encarrega de determinar o método pelo qual o problema de
minimizagdo final obtido na secéo anterior serd resolvido. Inicialmente, levantamos questdes
acerca de um problema de minimizacgdo irrestrito genérico, vemos o0s aspectos de uma funcgéo
quadrética definida em R™ e fazemos uso dessas informacdes para caracterizar a funcao
objetivo do problema. Desta forma, iremos naturalmente motivar e propor uma maneira de

resolucdo adequada para o problema de minimizacdo formalizado no fim do Capitulo 2.

3.1 Minimizacao irrestrita

Em um problema de minimizacao irrestrito, nds estamos interessados em minimizar uma funcéo
objetivo que depende de variaveis reais sem restricdes em seus valores. A formulacao

matematica é dada por
minimizar f(x),
em que x € um vetor real com n componentes e f € uma fungdo genérica tal que f: R™ — R.

Esse tipo de problema costuma ser iniciado pela busca dos pontos criticos da fungéo, ou
seja, 0s pontos que anulam o vetor gradiente da mesma, os quais poderdo ser minimizadores,
maximizadores ou pontos de “sela”. Mesmo fixando a analise em minimizadores, varias

questdes sdo levantadas:
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(1) Quais as condicfes para que um minimo de fato exista?
(i) O minimo é unico?
(iii)  Existe algum minimo relativo?
Essa funcdo f genérica pode ter um Unico minimo, varios minimos locais ou globais,
ou até mesmo ndo apresentar um minimo [26]. A Figura 3.1 retrata esses diferentes cenarios
por meio de graficos de fungdes com apenas uma varidvel; o raciocinio pode ser estendido para

funcdes definidas em R™ sem complicagdes.

jf (x) f(x)

# - - II \ f
mimmos locais | I'-. {

|
\
| | \ \
\ o~ ~ ] \ A
T TN, \ ™,
{ (Y \ | A\ / —
ot \ ,.f" AN N J T
£ / .
y _

\/ AN N

x x X _
minimo global tinico minimo global nenhum minimo

Figura 3.1: Exemplos de diferentes pontos de minimo

Para que todas as perguntas acima possam ser respondidas analiticamente e de forma
mais precisa, € necessario conhecer a natureza da funcdo em questdo. Na secdo anterior, a
formulacdo final do problema de minimizagdo foi dada em termos de uma fungéo objetivo
quadrética. Assim sendo, a se¢do seguinte conduz uma breve discussdo sobre essa classe de

fungdes néo lineares.

3.2 Funcado Quadratica em R”

Funcgbes quadréaticas representam a classe mais simples dentre todos os tipos de fungdes nao
lineares [27]. Isso se da pelo fato de que essas fungdes apresentam expressdes relativamente
descomplicadas e, nelas, conceitos basicos de otimizacdo apresentam interpretacfes claras e

diretas.

H“
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Uma funcdo quadratica com n variaveis pode ser dada por

1
q(x) = ExTAx +bTx +c, 1)

em que ¢ € R, b € um vetor real de tamanho n e A € uma matriz real de tamanho n x n. Essa
matriz pode ser escolhida de maneira ndo Unica, mas mesmo assim, é muito comum querer que
A seja simétrica. Quando isso acontece, o calculo do gradiente e da hessiana sédo obtidos numa

forma muito simples sem perda de generalidade. Segue o lema:

Lema3.1l:Seq(x) = 2xTAx + bTx + ¢, com A simétrica, entéo seu gradiente é dado por uma
2

funcdo vetorial linear Vq(x) = Ax + b e sua hessiana é dada por uma matriz constante
Vig(x) = A.

Prova: Derivando duas vezes a Equacao (3.1) os resultados sdo obtidos de imediato.
|

Para um problema de minimizacdo, o Lema 3.1 representa um alto nivel de
simplificagdo. Note que igualando o vetor gradiente a zero, reduzimos o problema de encontrar

pontos criticos da funcédo (3.1) a resolucdo de um sistema linear
Vq(x) =0 & Ax = —b. (3.2)

Assim sendo, duvidas acerca da unicidade ou existéncia de pontos criticos numa fungdo
quadratica podem ser respondidas em termos das propriedades apresentadas por esse sistema

correspondente. Lembremos portanto alguns conceitos de Algebra Linear:

Definicdo 3.1: Uma matriz A € R™ ™ é dita ndo singular se A for inversivel. Caso contrario,

A é denominada singular [28].

Lema 3.2: O sistema linear (3.2) admite alguma solucéo se, e somente se, b € R(A), onde

R(A) é o espaco coluna de A.

Lema 3.3: O sistema linear (3.2) tem uma Unica solugéo se, e somente se, A € uma matriz ndo

singular.

Lema 3.4: O sistema linear (3.2) tem nenhuma ou infinitas solucdes se, e somente se, A é uma

matriz singular.



30

Prova: A prova para os trés lemas acima podem ser encontrados em [28] nas paginas 53, 54
e 116.

Combinando esses lemas, podemos dizer se a equacao dos pontos criticos (3.2) terd um,
infinitos ou nenhum ponto critico. Se A é ndo singular, entdo o sistema (3.2) tem uma Unica
solucdo e esse sera 0 Unico ponto critico de (3.1). Contudo, ele pode ser tanto um minimizador,
maximizador ou ponto de “sela”. Agora, se A € singular e b esta no seu espaco coluna, entdo o
sistema (3.2) tem infinitas solucdes e todas elas serdo pontos criticos de (3.1). Veremos ainda
gue todos esses pontos sdo do mesmo tipo. Finalmente, se A é singular e b ndo pertence ao
espaco coluna de A, entdo (3.2) ndo tem solugdo. Consequentemente, a quadratica (3.1) nédo

apresenta nenhum ponto critico [29].

Essas conclusdes sdo interessantes mas ndo tdo especificas. Ainda ndo somos capazes
de dizer se um ponto critico ¢ um minimizador, um maximizador ou um ponto de “sela”. Esse
mérito costuma ser discutido quando classificamos a hessiana da func¢do por meio das seguintes
definicdes [30]:

Definicdo 3.1: Uma matriz real A é chamada de definida positiva se x” Ax > 0 para todo x €
R™ e x # 0.

Definicdo 3.2: Uma matriz real A é chamada de semidefinida positiva se x” Ax > 0 para todo

x ER"ex # 0.

Definicdo 3.3: Uma matriz real A é chamada de indefinida se x” Ax > 0 para alguns x € R"

e xT Ax < 0 para outros.

Esse tipo de analise costuma ser um recurso matematico muito utilizado para estudar
tipos de pontos criticos em func¢Bes quadraticas quando se é possivel obter a hessiana de forma
simples. A partir de sua classificacdo quanto a ser definida positiva, semidefinida positiva ou
indefinida, podemos entender o comportamento da funcdo e determinar que tipos de pontos

criticos ela apresenta. As proposicdes a seguir explicam essa quest&o:

Proposicao 3.1: Se x* é um ponto critico de (3.1) e A é definida positiva, entdo (3.1) tem um

unico ponto de minimo dado por x*.

Prova: Seja x* um ponto critico de (3.1) e x um ponto qualquer diferente de x*. Entao

b = —Ax*, logo
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1 1
q(x) = ExTAx +bTx+c= ExTAx —xTAx + ¢

1 1
=3 (x —x)TA(x — x*) — Ex*TAx* + c.

Como A é semidefinida positiva, (x — x*)TA(x — x*) > 0. Portanto

1 T
q(x) > —Ex* Ax* + ¢

1 1
= Ex*TAx* —xTAx* + ¢ = Ex*TAx* —bTAx* + ¢ = q(x*).

Logo q(x) > q(x*) paratodo x # x*, isto é, x* € minimizador global de (3.1) e Unico.
|

Proposicao 3.2: Se x* € um ponto critico de (3.1) e A é semidefinida positiva, entdo (3.1) tem

infinitos pontos de minimo.

Prova: Seguindo o mesmo procedimento da ultima demonstracdo e considerando A como
semidefinida positiva, chegamos a conclusao de que q(x) = q(x*) para todo x # x*. Como
toda matriz semidefinida positiva é também uma matriz singular, entdo temos que (3.1)

apresenta infinitos pontos de minimo; todos globais.
|

Proposicéo 3.3: Se x* € um ponto critico de (3.1) e A ¢ indefinida, entdo x* é ponto de “sela”

e (3.1) ndo tem extremos locais.

Prova: Na mesma linha de raciocinio, se A é indefinida teriamos que g(x) > gq(x*) para
alguns x e q(x) < q(x*) para outros. Dessa forma, como x* é ponto critico e essas duas
desigualdades se verificam, seque que x* é um ponto de “sela” unico e (3.1) ndo apresenta

extremos locais.
|

Para ilustrar esses tipos de funcfes quadraticas e suas relagdes com 0s pontos criticos -
No nosso caso, pontos de minimo -, observe a Figura 3.2. Ela conta com trés graficos simples
de quadraticas definidas em R3. A primeira superficie € um paraboloide eliptico cujo formato
lembra uma “cuia”. Esse tipo de superficie é formado por fungdes quadraticas cuja hessiana é

definida positiva. A segunda superficie mostra um cilindro parabolico cujo formato lembra uma
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“calha”. Essa forma ¢ obtida por uma quadratica com hessiana semidefinida positiva. Por fim,
é mostrado um paraboloide hiperbélico cujo formato lembra o de uma “sela”. Tal superficie é

desenhada por quadréaticas onde a hessiana é indefinida.

Figura 3.2: Funcdes f(x,y) = x2 + y?, g(x,y) = x? e h(x,y) = x? — y? respectivamente.

A nivel de completude, vale dizer que resultados analogos existem para hessianas
definidas negativas e semidefinidas negativas. Nesses dois casos, a funcdo em questdo
apresentaria um Unico maximizador global, infinitos maximizadores globais ou nenhum ponto

de méximo.

Enfim, uma vez discutido todos esses aspectos que explicam como uma funcédo
quadratica é tipificada e como seus pontos criticos podem ser dados, estamos preparados para

caracterizar a nossa fungéo objetivo.

3.3 Caracterizacdo da Funcao

A funcdo que estamos interessados em estudar foi dada pela Equacdo (2.23) no capitulo

anterior. Copiamos novamente essa equacgéo abaixo para facilitar o desenvolvimento:

(U, 1) = z (Ur - Z v_VrSUS>2 + A z (U, — Tp)?

TreP SEN(T) k€K

Seguindo o0 nosso raciocinio, a meta agora € calcular a hessiana de 6 afim de determinar
que tipo de funcao quadréatica estamos tratando - se apresenta um formato de “cuia”, “calha” ou
“sela”. Mas antes de procedermos com essa formalizagdo, vamos fazer uso da nossa intuicéo e

tentar enxergar de antemao qual é o seu comportamento.

A formulagéo de 6 acima foi dada em funcgéo de dois somatdrios. O primeiro somatorio

é responsavel por garantir as necessidades propostas na descri¢do do problema enquanto que, o
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segundo, incorpora os valores dos pixels que foram rabiscados por meio de uma funcdo de

penalidade.

Imaginemos agora que nenhum pixel tenha sido rabiscado. Obviamente, esse segundo

somatorio ndo existiria e o problema de minimizacéo seria simplificado por

min (V) = Z (Ur _ Z wrsus)z. (3.3)

reEeP SEN(T)

A Equacdo (3.3) é um somatorio de diferencas de quadrados. Obviamente, o valor
minimo que 6 pode assumir nesse caso € 0 e, isso acontece, quando todas essas parcelas do
somatorio também valem 0. Se cada parcela € responsavel por calcular a diferenca entre a
componente U de um pixel r e a média ponderada da componente U dos pixels vizinhos de r,

para que seu valor seja 0 teriamos que

Ur= Z V_VTSUSVTEP. (34)

SEN(r)

Como X5 ene) Wrs = 1, podemos dizer de imediato que essa igualdade se verifica quando

U, = U, para todo pixel r.

Isso significa que quando todas as componentes U assumem o mesmo valor, a fungéo 6
assume o seu valor minimo. Todos os escalares multiplos do vetor constante sdo possiveis
solucdes para (3.3) e, portanto, temos infinitos pontos de minimo. Diante disso, podemos
afirmar antecipadamente que, para imagens ndo rabiscadas, a hessiana da funcdo objetivo é

semidefinida positiva.

Sera que 0 mesmo acontece para imagens rabiscadas? Vamos supor agora que 0 USuario
tenha dado um rabisco de apenas um pixel e o valor da componente U desse pixel rabiscado

seja Uy. Nesse caso, 0 problema de minimizagdo seria

2

min O(U, 1) = Z (Ur _ Z wrsus> + AU - T (3.5)
TEP SEN(T)

Novamente, 6 tem seu custo minimo dado por 0. Como ambas as parcelas sdo quadrados

e A assume um valor estritamente positivo, basta que a Equacdo (3.4) seja satisfeita

simultaneamente com a equagao
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Uk = Uk' (36)

Hora, se todo vetor constante anula (3.4) e queremos satisfazer (3.6) ao mesmo tempo,
entdo uma solucdo para a Equacédo (3.5) € um vetor onde todas as componentes assumem 0
valor U,. Assim sendo, é razoavel pensar que para uma imagem rabiscada, so existe uma forma

de coloragéo - uma Unica solucdo - e, portanto, a hessiana de 6 nesse caso seria definida positiva.

Toda essa discussdo acerca do possivel comportamento de 6 permite apenas uma
intuicdo dos resultados esperados. Evidentemente, esses resultados ndo sdo formais. Repare que
(3.4) nem sempre teréd seu conjunto solugdo gerado apenas por um vetor constante (isso pode
acontecer, por exemplo, se para algum par de pixels r e s, w,; = 0). Caso isso ocorra, (3.5)

possivelmente ainda teria infinitas solugdes.

Sendo assim, partimos agora para a caracterizacdo formal da funcéo objetivo (2.23).
Apesar dessa classificacdo poder ser feita de uma sé vez, vamos seguir a linha de raciocinio
adotada nesta secdo. Primeiramente iremos classificar a hessiana da fungéo para o caso em que
uma imagem né&o recebeu rabiscos - sem a parcela de 6 que incorpora a penalidade - e em
seguida para uma imagem com rabiscos. Esperamos assim que, 0 primeiro resultado nos dé

uma matriz semidefinida positiva enquanto que o segundo, uma matriz definida positiva.

3.3.1 Imagens néo rabiscadas

Do Lema 3.1, sabemos que a hessiana de uma fun¢do quadratica nada mais € do que uma matriz
constante. Para obté-la, basta derivar a funcdo em questdo duas vezes. Com esse proposito,
utilizaremos a equacao em (3.3) que representa de forma simplificada a funcéo objetivo para
uma imagem sem rabiscos em notacdo matricial. Assim, seguem abaixo os calculos do processo

de derivacdo.

A Equacdo (3.3) pode ser escrita como

o(U) = (U—-WU)T(U —wWU). (3.7)
Aplicando a transposicéo e botando os vetores UT e U em evidéncia, temos que
o) = WT -UTWTh(U —wWU)
=0T -w)T(a-w)u,

em que I é a matriz identidade de tamanho n x n. O vetor gradiente é obtido como



ve(U) = 2(1 —W)T(I = W)U

e a segunda derivada ¢é dada por

Vo) =21 - wW)T({U —Ww).
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(3.8)

(3.9)

Nossa meta € classificar V20 quanto a ser definida positiva, semidefinida positiva ou

indefinida. Néo é dificil provar que (3.9) é semidefinida positiva e que a minimizar (3.7)

apresenta infinitas solugfes. Assim, segue a proposicao:

Proposi¢do 3.4: Para uma imagem sem rabiscos, a funcéo objetivo (2.23) tem sua hessiana

dada por uma matriz semidefinida positiva e o problema de minimiza-la apresenta infinitas

solucdes.

Prova: Seguindo as Defini¢des 3.1, 3.2 e 3.3, multiplicaremos o lado direito da hessiana por

um vetor arbitrario x e o lado esquerdo por x”, onde x € R™ e x # 0. Dessa forma, estamos

interessados em analisar o comportamento do sinal de x" 720 (U)x.

Partindo da Equacéo (3.9), temos
xT720(N)x =xT2(0 —W)TU - W)x

=2xT(I-W)T(U - W)x

=2[( —W)x]T(I — W)x.

Vamos definir agora um vetor s € R™ tal que
s=U—-W)x.
Combinando as duas equacdes acima, obtemos
xTV20(U)x = 2sTs

Se s; representa uma componente i do vetor s, entdo

n
xTV20(N)x = 2sTs = ZZSiZ > 0.
i=1

(3.10)

Embora x seja ndo nulo, ndo podemos afirmar o mesmo para o vetor s. Dessa forma,

demonstramos que a hessiana da func¢é@o objetivo para uma imagem ndo rabiscada € de fato
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semidefinida positiva. Resta saber se essa funcdo apresenta nenhum ou infinitos pontos de
minimo. Para isso, seja o sistema linear obtido igualando (3.8) a zero

Vo) = 21— W)T(I—=W)U =0
(I-wW)T(I-=W)U = 0.

Por ser um sistema homogéneo, sabemos que este admite ao menos uma solucéo. Ou ainda,
como o vetor nulo 0 pertence a qualquer subespaco vetorial, em particular, o espaco coluna
de (I —W)T(I —W), usando o Lema 3.2, temos que o sistema (I —W)T(I—-—W)U =0
admite alguma solucdo. Logo, (3.9) é semidefinida positiva e o problema de minimizar (3.7)

admite infinitas solugdes.

3.3.2 Imagens rabiscadas

Estudar o comportamento dos pontos criticos da funcdo objetivo de uma imagem que recebeu
rabiscos ndo € tdo trivial quanto a situacdo acima. No inicio da Se¢do 3.3, abrimos uma
discussdo e chegamos a conclusdo de que é bem provavel que nesse caso, a funcdo objetivo
tenha sua hessiana dada por uma matriz definida positiva. Para obté-la, derivaremos a funcédo
(2.23) duas vezes a partir de sua notacdo matricial. Assim, seguem abaixo os célculos do

processo de derivagao.

A equacdo (2.23) que representa a funcdo objetivo para uma imagem rabiscada em

notacdo matricial é reescrita a seguir:
0, 1) = (U—-WU)T (WU -WU)+ A(U - T) c(U - D). (3.11)
Organizando a primeira parcela da soma da mesma forma realizada na Subsecéo 3.3.2, temos
0(U, 1) = UTU—W)T(I — W)U + A(U - 0) c(u - D).
O célculo do gradiente pode ser obtido aplicando-se a regra da cadeia

vo(U,A) = 2(1 —wW)T(I = W)U +2ac(U — 0)

~ 3.12
= 2(1 —W)T(I —W)U + 2ACU — 2ACU, (3.12)

e, derivando mais uma vez a equacgdo acima, obtemos a hessiana de 6



37

720(U) = 2(I — W)T( — W) + 2AC
= 2[I -W)"U - W) + AC]. (3.13)

Para ter certeza da sua classificagdo, vamos seguir 0s mesmos passos adotados na se¢ao
anterior na demonstracdo da préxima proposicdo. Ela nos dara, por exemplo, condi¢Ges

necessarias para que uma imagem rabiscada tenha uma Unica forma de coloragéo.

Proposicdo 3.5: Para uma imagem com rabiscos, a funcéo objetivo (2.23) tem sua hessiana
dada por uma matriz definida positiva e, portanto, apresenta uma unica solucéo se w, > 0

paratodo r € P.

Prova: Para podermos classificar (3.13), iremos multiplicar o lado direito da hessiana por um

vetor arbitrario x e o lado esquerdo por xT, em que x € R"e x # 0. Com isso, temos
xT720(U)x = xT2[(1 —W)T(I — W) + AC]x
= 2xT[(I = W)T(I = W) + AC]x

=2[xTU —W)T(U —W)x + xTACx]. (3.14)

Analisando os dois termos da soma obtida, temos que x7(I — W)T(I — W)x >0 como
verificado em (3.10) e xTACx > 0 ja que A é um real estritamente positivo enquanto que C é
uma matriz diagonal onde alguns elementos valem 1 e outros 0 (definicdo dada pela Equagdo
(2.25)).

Essas respostas seriam o suficiente para dizer que x” 726 (U)x > 0. No entanto, vamos
atentar para a seguinte interrogacdo: quando que x’V28(U)x assume o valor nulo?
Evidentemente, isso acontece quando x”(I —W)T(I —W)x =0 e xTACx =0 de forma

simulténea. A seguir, avaliaremos para que valores de x essas equacdes sdo satisfeitas.
Repare que resolver
xTU-WTU-W)x=[U-W)x]TU -W)x =0 (3.15)
é 0 mesmo que resolver o sistema homogéneo dado por
(I-wW)x=0.

Sabemos também que a soma dos elementos em cada linha da matriz (I — W) vale 0. Isso

acontece porque definimos W de tal forma onde todos os elementos em uma linha somam 1
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enquanto que I é a matriz identidade (definicdo dada pela Equacdo (2.13)). Assim, se

denotarmos

onde B = {bl-j}?j, entdo

Zbl} = O,VL = 1,2,...,Tl.

j=1

Se nés chamarmos

entdo
Vi = inbij = O,Vl = 1,2, e, L
j=1
Dessa forma, caso todas as componentes de x forem iguais, teriamos
x;=t,Vi=1,2,..,net €R"

Combinando as trés equagdes acima, temos que

Isso mostra que qualquer vetor constante real estd contido no espaco nulo de (I — W). No

entanto, ndo temos certeza se o sistema admite outras solu¢es ndo triviais. Para sanar tal

duvida, segue o lema:

Lema 3.5: A equacdo (3.15) tera seu espaco soluc@o gerado apenas por um vetor constante

casow,; >0VreP.

Prova: Suponha por contradi¢éo que exista uma solucéo x para (3.15) que nao seja um vetor

constante. Entdo, 0 maximo dessa solu¢do acontece em pelo menos uma componente i, com

no minimo um valor estritamente menor em alguma componente x;.
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Em outras palavras, para satisfazer (3.15), temos que

Xy = z WysXs, V7T =12, ...,n.
SEN(T)

Wrs

onde w,, = e Ysen()Wrs = 1, OU Seja, as componentes w;,.; S0 parametros de

Ysre N@r) Wrst

ponderacao.

Se w,.¢ # 0 e sabendo que w,.; = 0 da defini¢do de fungdo de peso, entdo 0 < w,¢ < 1.
Para algum par de valores X, e X, onde X, assume o valor maximo da solucdo x e x;
representa um valor pertencente ao conjunto de vizinhos de r que ndo é maximo, entdo
necessariamente para que a igualdade da soma ponderada seja satisfeita, x,, = x,. Portanto,
se existe um valor maximo x,., todos os valores x, tal que s € N(r), devem ser iguais, ou, caso

contrario, X, > Y.se n(r) WrsXs. O raciocinio se estende para todos os pixels 7.
Sendo assim, chegamos a uma contradi¢ao, isto €, x, = x; Vs € N(r),e Vr € P.
|

Partindo para o segundo termo da soma apresentado na Equacdo (3.14), queremos

investigar para que valores

xTACx = 0. (3.16)

Pela definicdo de C descrita em (2.25), temos que

xTACx = xTCx = A Z x;2. (3.17)
iEK
Como A > 0, aigualdade xTACx = 0 se verifica apenas quando x; = 0 Vi € K ou quando x =

0. Essa segunda opcéo é descartada ja que da Definigcdo 3.2, x ndo pode ser o vetor nulo.

Agora que sabemos quando que xT(I —W)T(I—W)x =0 e xTACx = 0, vamos
averiguar em que momento essas equagdes sdo satisfeitas simultaneamente. Hora, supondo
que w,¢ # 0 Vr € P, pelo Lema 3.5, aigualdade xT (I — W)T (I — W)x = 0 é satisfeita apenas
quando x for um vetor constante. Se isso acontece, seqgue de (3.17) que x7ACx assume

necessariamente um valor positivo e, assim, (3.14) é maior que 0 sempre.
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Com isso, mostramos que, se w,. > 0 Vr € P, entdo a funcdo objetivo (3.11) tera uma
hessiana definida positiva e o problema de minimizar essa funcéo tera um Unico ponto de

minimo.
n

Assim sendo, finalizamos esta subse¢do com resultados importantes. Analisamos 0s
principais aspectos da funcéo objetivo do problema de minimizagéo e conseguimos caracteriza-
la estudando seu comportamento. Usando todo o conhecimento desenvolvido, seremos capazes
de indicar um método mais eficiente de solucdo do que foi usado pelos autores do problema de
colorizacdo em [11]. O préximo e Gltimo passo €é, portanto, apontar de que forma essa funcéo

serd minimizada.

3.4 Método utilizado

Da Secdo 3.2, vimos que a minimizacdo de uma funcdo quadratica pode ser tratada como a
resolucdo de um sistema linear onde a matriz dos coeficientes é dada pela hessiana da funcao
(Equacdo 3.2). Em seguida, na Secéo 3.3, fomos capazes de determinar uma condicdo simples
que torna essa matriz sempre definida positiva e, com isso, a solucdo de tal sistema linear é

unica (Proposicao 3.5).

Seguindo essa linha de raciocinio, a Equacédo (3.11) - funcdo objetivo (2.23) expressa

em notagdo matricial -, pode ser minimizada igualando seu vetor gradiente (3.12) a zero:
vo(U,A) = 21 —-W)TU -w)U +2ac(U - T) = 0.
Botando 2 em evidéncia e distribuindo a matriz AC, temos
2[(1 —W)T(I - W)U + ACU — ACU] =0

Separando a variavel do problema U e arrumando as parcelas, podemos determinar o seguinte

sistema linear:
[(1 —=W)T(U —W) + AC]U = ACU. (3.18)
Com isso, minimizar (3.11) é o mesmo que resolver o sistema linear (3.18).
Vo(U,2) =0 [I-W)TU-W)+AC]U = ACU.

Uma forma direta pela qual sistemas lineares costumam ser resolvidos € chamada de

fatoracdo. Esse tipo de algoritmo é desenvolvido usando matrizes de permutacéo e tem como
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objetivo decompor a matriz dos coeficientes do sistema num produto de matrizes de forma a

tornar a resolucdo do sistema muito mais simples.

Dentre os varios métodos de fatoracdo conhecidos, escolnemos para este trabalho a
fatoracdo de Cholesky. A principal motivagéo desta escolha foi o fato de que essa fatoracéo foi
criado especialmente para casos onde a matriz dos coeficientes é simétrica e definida positiva -
0 que casa perfeitamente com a nossa abordagem. Note que [(I — W)T(I — W) + AC] ¢é
simétrica e, de acordo com a Proposi¢do 3.5, podemos torna-la definida positiva escolhendo

uma funcao de peso adequada.

Por meio desse método, € possivel obter uma solucéo fiel para o problema consumindo
um namero menor de operagdes frente outros tipos de fatoracdo. Além disso, outro ponto que
foi levado em consideracdo nessa decisdo foi a disponibilidade de excelentes rotinas

(particularmente, CHOLMOD [31]) que implementam de forma eficiente seu algoritmo.

No site do projeto que resultou o artigo [11], os autores disponibilizam uma
implementacdo do algoritmo de colorizacdo via otimizacdo em MATLAB utilizando a
fatoracdo LU. Sendo assim, as proximas duas subsecfes descrevem brevemente o
funcionamento tanto desta fatoragdo assim como a de Cholesky. Nelas, faremos um

comparativo simples mas importante que diferencia significativamente tais algoritmos.

3.4.1 Fatoracado LU

A fatoracdo LU de uma matriz A € R™*", originaria da famosa eliminacdo Gauss, é definida
como

PA = LU,
onde P é uma matrix de permutacdo de tamanho n x n (matriz identidade rearranjada
responsavel por reordenar as linhas de A de modo a evitar problemas procedurais), L € uma
matriz triangular inferior onde todos os elementos da diagonal sdo iguaisa 1 e U é uma matriz

triangular superior. Para ilustrar, uma matriz n x n seria decomposta da seguinte forma:

a1 Qg2 0 Qip 1 0 - 0\ /Uy; Uz - Uy
Az1 Az = dop | _[lpy 1 - 0 0 Uy -+ Uy,
An1 Apz - App lnl ln2 e 1 0 0 o Upy

Esta fatoracdo € usada para resolver sistemas lineares da forma Ax = b eficientemente

por meio de um processo de poucos passos. Primeiramente € necessario obter



42

PAx=Pb=Dh

permutando os elementos de b. Substituindo LU por PA nés ficamos com

LUx = b.
Por fim, basta apenas resolver dois problemas de substituicdo para tras dados por

Lz=b

Ux = z,
obtendo assim o vetor solugéo x.

A fatoracdo LU apresentada acima é comumente realizada usando eliminagdo de Gauss
com pivoteamento parcial de linhas. Quando isso acontece, seu algoritmo requer

aproximadamente 2n3/3 operacdes de ponto flutuante quando A é uma matriz densa.

Existem diversos programas padrdes que implementam esse algoritmo (notavelmente,

UMFPACK [39]) disponiveis na WEB. A seguir mostramos um algoritmo base para tal método:

Algoritmo 1 (Fatoragdo LU com Pivoteamento Parcial de Linhas — Eliminagdo de Gauss)

Dado A € R™*™;
SejaP « I,L « 0;

1. Parai=1,2,..,n
// Etapa de permutacgéo

2. Encontrar indice j € {i,i + 1, ..., n} tal que |4;;| = maxg=; i1, nlAkil;

3. Se Aii =0

4. Pare; // matriz A é singular

5. Sei#j

6. Trocar linhasi e j damatrizAeL;
// Etapa de eliminagéo

7. Lii — 1,

8. Parak=i+1,i+2,..,n

9. Ly < Awi/Aui;

10. Paral=i+1,i+2,..,n

11. Apr < A — LAy,

12. Fim (Para)

13. Fim (Para)

14. Fim (Para)
15. U « parte triangular superior de A.
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Variantes deste algoritmo base permitem rearranjar as colunas assim como as linhas
durante a fatoracdo, no entanto isso ndo adiciona grande ganho a estabilidade préatica do
processo. Mesmo assim, vale mencionar que o pivoteamento de coluna pode aumentar o
desempenho da eliminacdo Gaussiana quando A € uma matriz esparsa, garantindo que os fatores

L e U também sejam relativamente esparsos [13].

3.4.2 Fatoracao de Cholesky

Quando A € R™ ™ ¢ simétrica e definida positiva, é possivel computar uma fatoracdo similar a
fatoracdo LU por aproximadamente metade do custo - em torno de n3/3 operacdes. Essa
fatoracéo, conhecida como fatoracéo de Cholesky, produz uma matriz L tal que

A=LLT,

em que L é uma matriz triangular inferior onde todos os elementos da diagonal sdo reais e

estritamente positivos. Para ilustrar, uma matriz qualquer n x n seria decomposta da seguinte

forma:
a1 A1z 0 Qg l;y 00 0 0 liy Ly - Ly
a21 a22 ot aZn — l21 122 oo O 0 l22 oo ln2
Apn1 Anz *° Qpp lnl an cee lnn 0 0 cee lnn

Para obter A = LLT, nds simplesmente equacionamos os coeficientes nos dois lados da
equacdo. Resolvendo para as variaveis (elementos [;; ndo nulos), para i = 1,..,nej=1i-—

1, ..., n, obtemos:

i—

_ 2
lii = a;; — Z Lik” ),

k=1

-1
i =\ aji — Z Lirlir | /Lis-
k=1
Como A é simetrica e definida positiva, a expressao dentro da raiz quadrada é sempre positiva

e todos os valores [;; sdo reais.

Assim como a fatoracdo LU, a fatoracdo de Cholesky pode ser utilizada para computar

a solucdo de um sistema Ax = b. Apesar das etapas de decomposicdo serem diferentes, o
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processo de resolucdo do sistema é bem semelhante. Basta resolvermos apenas dois problemas
de substituicdo para tras obtidos por

Ly=5»b

L'x =,
obtendo o vetor solugéo x.
O algoritmo base dessa decomposicédo é descrito a seguir:

Algoritmo 2 (Fatoracdo de Cholesky)

Dado A € R™ ™ simétrica e definida positiva;

1. Parai=1,2,..,n
2. Ly < \JAy;

3 Paraj=i+1,i+2,..,n

4 Li; < Aji/Ly;

5. Parak=i+1,i+2,..,j

6. A]k — A]k - LjiLki;
7 Fim (Para)

8 Fim (Para)

9. Fim (Para)

Note que esse procedimento faz referéncia apenas aos elementos presentes no triangulo
inferior de A; de fato, sé é necessario armazenar estes valores ja que, por simetria, eles sdo

duplicados nas posi¢des superiores da matriz.

Diferentemente do caso na eliminacdo Gaussiana, 0 algoritmo de Cholesky pode
produzir uma fatoragdo valida para uma matriz simétrica definida positiva sem trocar nenhuma
linha ou coluna, isto é, sem precisar da matriz P. No entanto, alguns tipos de reordenacéo podem
ser usados para aperfeicoar o nivel de esparsidade do fator L. Neste caso, o algoritmo produziria

uma permutacdo da forma
PTAP = LLT

para alguma matriz de permutacéo P.

3.4.3 O caso esparso

A anélise tedrica feita nas duas subsecOes anteriores ¢é valida independentemente da estrutura

da matriz A. No entanto, nos Algoritmos 1 e 2, usamos, implicitamente, a suposicdo de que
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todas as entradas dos fatores sdo armazenadas. Com isso, esses algoritmos usariam mais de n?

posicGes de memdria.

Por exemplo, na fatoracdo de Cholesky, quando A é esparsa algumas entradas
inicialmente zero podem se tornar valores ndo nulos de L, os quais sdo denominados de
preenchimentos. Para reduzir tempo e necessidades de armazenamento, apenas as posi¢des nao
nulas de L sdo armazenadas e sofrem operacdes durante o processo de fatoracdo. Portanto, uma
etapa de ordenacdo é tipicamente aplicada primeiro. Como mencionado em 3.4.2, uma
permutacdo conveniente de linhas e colunas em A pode trazer tal beneficio. Assim, é possivel

reduzir os eventuais elementos de preenchimento que possam vir a surgir no fator L [33].

Dessa forma, a fatoracdo de Cholesky de matrizes esparsas procede da mesma maneira
que o Algoritmo 2, mas toma o cuidado de armazenar apenas o0s elementos ndo nulos de A e L
além de evitar fazer operacdes com zeros. Com isso, ndo apenas a memaoria, mas também o
tempo computacional pode diminuir muito e a economia € bastante significativa quando n é
grande [29].

E importante mencionar essa situacdo uma vez que a matriz dos coeficientes de nosso
problema é esparsa e, para imagens de tamanhos frequentes, a ordem de grandeza de n costuma
ser bem alta. Para se ter uma ideia, a Figura 3.3 ilustra o padrao de esparsidade de uma hessiana
gerada para uma pequena imagem de dimensdes 64 x 64 pixels, isto €, um total de 4096 pixels,

para o raio de vizinhanca igual a 1 e 2, respectivamente.

500 ¢ a00

1000 ¢ 1000
1500 ¢ 1500
2000 ¢ 2000
2500 ¢ 2500
3000 ¢ 3000

3500 ¢ 3500

4000 ¢ . . . . L . . A000 ¢ L . . . . . .
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000
nz = 97755 nz = 305318

Figura 3.3: Padréo de esparsidade da matriz [(I — W)T(I — W) + AC]paraR = 1eR = 2.
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Nesses casos, a dimensdo da matriz € 4096 x 4096 com um total de 16777216 elementos.
Desse total, temos 97755 elementos ndo nulos para R =1 e 305318 para R = 2; 0 que
equivale a aproximadamente 0,5% e 2% da matriz, respectivamente. Diante disso, a escolha de
uma rotina especializada é mais adequada para tal resolucéo e de suma importancia a nivel de

desempenho.

Diversos programas e bibliotecas foram desenvolvidas com esse proposito especifico.
Nomes como CHOLDMOD, CSparse, LDL e UMFPACK podem ser mencionados como bons
exemplos; todos desenvolvidos em C/C++. Neste trabalho, todas essas bibliotecas - além de
outras menos relevantes - foram testadas. A que se portou melhor e apresentou melhores
resultados foi CHOLMOD e, por conta disso, se encontra na implementacdo final. Seus

resultados sao apresentados no Capitulo 4.

3.4.4 Método de resolucéo dos autores

No arquivo de apresentacdo encontrado em [12], Anat Levin, Dani Lischinski e Yair Weiss

afirmam que a funcgéo objetivo do problema pode ser dada por

(3.19)

)

]’(U) = z Wy (Ur - Us)z

TEP[SEN(r)

ao invés da apresentada no artigo [11], ou seja, a funcdo que viemos lidando desde o inicio

deste trabalho

IOEDY (Ur— > WTSUS)Z- .
S T)

repP EN(

Em notagdo matricial, as Funcdes (3.19) e (3.20) séo dadas por
J'(U) =0T -w)U, (3.21)
J) =0T -wW)TUI -w)U, (3.22)
respectivamente.

Segundo eles, (3.19) é exatamente a mesma funcéo de custo (3.20), o que ndo é veridico.

Se reescrevermos (3.20), é possivel obter uma fungdo muito semelhante
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2

)

](U) = Z [ Wrs (Ur — Us)
SEN(T)

reP
em que a Unica diferenca € o fato dos pesos w,.¢ estarem sendo elevados ao quadrado.

O que de fato acontece é que minimizar (3.19) e (3.20) se resume a0 mesmo problema.

Por meio da Proposicéo 3.6, explicaremos essa situacao.
Proposicéo 3.6: U é minimizador de (3.19) se e somente se U é minimizador de (3.20).

Prova: Sabendo que os pontos criticos sdo dados igualando o vetor gradiente da funcéo a zero,
temos que para (3.19)

v)'(U)=0eo (I—W)U =0,
e para (3.20)
Vj(U) =0 (I—W)TU -W)U = 0.
Se U é ponto critico de (3.19), entdo
(I-w)U = 0.
Multiplicando o lado esquerdo da equacéo acima por (I — W)T, temos que
(I-wWHTU-w)T =0.
Portanto, U é também ponto critico de (3.20).

Provando a volta, sabemos que o minimo que (3.20) pode assumir € 0 uma vez que a

equaco se trata de uma soma de quadrados. Sendo assim, U ¢ ponto critico de (3.20) tal que
ograq-w)Ta-w)og =0
la - wyt]| =0
(I-w)U = 0.

Portanto, segue da ultima igualdade que U é ponto critico de (3.19).
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Como (I —W) e (I -W)T(I —W) sdo semidefinidas positivas (segue da condicdo
exposta pelo Lema 3.5 e da Proposicdo 3.4, respectivamente) e sabendo que os sistemas
correspondentes (I — W)U =0 e (I —W)T(I — W)U = 0 admitem pelo menos a solucéo
trivial, entdo as funcdes (3.19) e (3.20) apresentam infinitos pontos de minimo e, em particular,

U é minimizador de ambas.
|

Esse resultado € interessante uma vez que apresenta uma equacdo mais simples de ser
tratada: observe que de fato (3.21) é uma funcao mais simplificada que (3.22). No entanto, em
momento algum iremos minimizar (3.19) ou (3.20) sem antes ter dado um rabisco, isto €, sem
antes ter adicionado a restri¢do de igualdade. Quando incorporamos a restrigéo, seja em (3.19)
ou (3.20), geramos um sistema linear dado por uma matriz definida positiva em ambos os casos

mas que nao sdo equivalentes; o conjunto solucdo ndo é mais 0 mesmo.

Sendo assim, escrevemos a seguir o sistema linear que os autores propde resolver em

[11] seguido do nosso:
[(I = W) + AC]U = ACT, (3.23)

[(I—W)T(I—W)+ ACJU = ACU. (3.24)

O primeiro sistema de fato parece mais atraente. A auséncia da multiplicacdo de matrizes sugere
menos tempo de processamento. Contudo, apesar da matriz dos coeficientes de (3.23) ser
definida positiva, ela ndo é simétrica e, por conta disso, a fatoracao que os autores utilizam para
resolvé-lo é LU. J& no nosso caso, aproveitaremos o fato da nossa matriz dos coeficientes (3.24)

ser simétrica definida positiva e fazer uso da fatoragdo de Cholesky.

O proximo capitulo se encarrega de fazer todos esses testes. O mérito de discutir qual
dos dois sistemas € mais eficiente a nivel de qualidade e tempo de processamento € mostrado
em seu final. Veremos que, apesar do nosso sistema ser um pouco mais complexo, o
conveniente de resolvé-lo por meio da fatoragéo de Cholesky torna o algoritmo bem mais rapido

mantendo a qualidade da colorizagéo.
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4. Resultados

Para podermos verificar resultados e realizar comparativos, utilizamos um editor gréafico de
codigo aberto: EasyPaint 0.1.0 [41] como base. Apds estudar o codigo, implementamos filtros
capazes de executar o algoritmo de colorizacdo via otimizacdo provendo uma interface

agradavel e a facilidade ao usuario de manipular determinados parametros do problema.

Assim sendo, a primeira secdo deste capitulo especifica questdes técnicas de
implementacdo. Em seguida, fazemos testes modificando parametros que foram estabelecidos
ao longo do nosso desenvolvimento. Sdo eles: parametro de penalidade, funcéo de afinidade e
raio de vizinhanga. N&o obstante, confrontaremos os resultados gerados entre a nossa
abordagem de resolucéo e a proposta utilizada pelos autores do problema. Encerramos entéo
este capitulo mostrando um conjunto de imagens diversificadas que foram coloridas pelo nosso

algoritmo.

4.1 Detalhes Técnicos de Implementacéo

A implementacdo das rotinas foi feita na linguagem de programacéo C++ juntamente com uma
framework denominada Qt. As bibliotecas e sub-rotinas relacionadas com os procedimentos de
Algebra Linear necessérios utilizadas foram: BLAS, LAPACK, CHOLMOD, UMFPACK e
OpenBLAS. Descrevemos a seguir cada uma dessas ferramentas assim como a motivacao de

uso:

e Qt é uma framework para desenvolvimento de aplicagfes multiplataforma. A
API é rica, atil, torna a programacéo em C++ mais amigavel, facilita na criagdo
de uma interface robusta e, principalmente, oferece rotinas especializadas para
o tratamento de imagens. A versao utilizada foi a 4.8.4, ja que apresenta maior
estabilidade em relagéo as demais [38].

e BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms) é um conjunto especifico de sub-
rotinas de baixo nivel que realizam operacdes comuns de Algebra Linear como:
dimensionamento de vetores, produto escalar de vetores, combinac@es lineares
e multiplicacdo de matrizes. Essas sub-rotinas podem ser vistas como uma API

padrdo para que bibliotecas de Algebra Linear mais especificas sejam
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desenvolvidas (em particular, LAPACK, como veremos adiante) [34]. O seu uso
esta diretamente relacionado com a velocidade de processamento.

e LAPACK (Linear Algebra Package) é uma biblioteca focada em Algebra Linear
numeérica. Ela proveé rotinas para resolver sistemas de equaces lineares, c6digos
especializados na realizacdo de processos como diagonalizacdo, inversdo,
fatoracéo e é capaz de tratar matrizes densas e esparsas. Suas rotinas sdo escritas
de modo a realizar o méximo dos calculos necessarios por meio de chamadas ao
BLAS [32]. Seu uso também estd associado a otimizagdo do tempo de
processamento.

e CHOLMOD € um conjunto de rotinas capazes de fatorar uma matriz esparsa
simétrica definida positiva da forma 4 ou AAT na forma LLT, atualizar uma
fatoracdo de Cholesky, resolver sistemas lineares e promover facilidades de
manuseio para matrizes esparsas. Para que tais funcionalidades executem de
forma adequada, CHOLMOD requer que LAPACK e BLAS estejam disponiveis
e associados a biblioteca [31]. Seu uso se mostra importante para resolver o
principal problema de otimizag&o deste trabalho.

e UMFPACK ¢é um conjunto de rotinas capazes de resolver sistemas lineares ndo
simétricos e esparsos do tipo Ax = b por meio de uma fatoracdo LU. Essa
biblioteca também depende do conjunto de sub-rotinas BLAS para que o
desempenho de execucao seja razoavel [39]. Nos a utilizamos para reproduzir a
implementacdo dos autores.

e OpenBLAS e uma biblioteca portéatil e otimizada baseada em BLAS. Muitas
implementacdes de bibliotecas que utilizam BLAS foram desenvolvidas para
arquiteturas de computadores especificas visando diminuir ainda mais o tempo
de suas operacdes basicas. No nosso caso, para a maquina onde o trabalho foi
desenvolvido, a biblioteca otimizada apropriada € OpenBLAS, uma vez que
adiciona implementacdes otimizadas para a arquitetura de processadores Intel

Sandy Bridge®.

> Sandy Bridge é o nome dado a microarquitetura desenvolvida pela Intel presente nos processadores da

familia Core [37].
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Resumidamente, CHOLMOD e UMFPACK s&o as bibliotecas responsaveis por prover
a fatoracdo de Cholesky e LU, respectivamente. OpenBLAS e BLAS disponibilizam um
conjunto de rotinas de Algebra Linear mais triviais enquanto que LAPACK as utiliza para
fornecer rotinas mais especializadas. A Figura 4.1 ilustra tais ferramentas e seus niveis de

relacionamento de uma forma simples e informal.

Qt

Interface e Tratamento de Imagem

CHOLMOD UMFPACK

Fatoragdo de Cholesky Fatoragao LU

LAPACK

Rotinas Especializadas

OpenBLAS

Rotinas Basicas Otimizadas

BLAS

Rotinas Bdésicas

Figura 4.1: Esquema de relacionamento entre as bibliotecas, sub-rotinas e framework.

Todos os testes que serdo mostrados nas subsecdes sequentes foram realizados em uma
magquina com processador Intel® Core™ i5-2500, com clock de 3.30 GHz, 8GB de memoria

RAM e rodando o sistema operacional Ubuntu 13.10 64 bits.

4.2 Parametros do Problema

Durante o desenvolvimento deste trabalho, citamos em alguns momentos especificagdes do
problema de colorizagdo via otimizagdo que podem variar. Essas especificagcfes podem ser
vistas como parametros do mesmo e, durante o estudo de testes e resultados, devem ser

analisados discretamente.

No inicio do Capitulo 2, enquanto descreviamos o processo de modelagem,
mencionamos as implicagdes que o tamanho do raio da vizinhanga acarretam na matriz de

afinidade W. Vimos que quanto maior for o raio, mais densa essa matriz se torna.

Em seguida, apontamos trés fungdes de peso (funcdes de afinidade) das quais apenas
duas sdo relevantes: a primeira é a padrédo e foi proposta pelos autores em [11] enquanto que a

segunda foi uma sugestdo nossa.
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Ainda no Capitulo 2, deixamos em aberto a questdo da ordem de grandeza do parametro
de penalidade. Lembrando, esse valor é estritamente positivo e responsavel por garantir o

cumprimento da restricdo de igualdade conseguinte dos pixels que foram coloridos.

Assim sendo, 0s parametros que serdo tratados sdo: parametro de penalidade, tamanho
do raio da vizinhanca e funcdo de afinidade. As proximas subsec¢des se encarregam da tarefa de
analisar resultados provenientes de variacGes nesses numeros. A ordem de abordagem foi

escolhida para melhor fluidez do raciocinio.

4.2.1 Parametro de Penalidade

Para definir o parametro de penalidade (1) de forma adequada, realizamos testes com diversas
imagens de tamanhos diferente; variamos o seu valor e observamos a qualidade dos resultados.
A métrica utilizada para comparar a qualidade das imagens obtidas foi dada pelo calculo do
valor de PSNR.

Esclarecendo seu funcionamento, PSNR (Peak signal-to-noise ratio) € uma forma
comumente usada para medir qualidade de gravuras reconstruidas, comprimidas ou tratadas.
Seu valor é dado em dB e, quanto maior, mais semelhantes as imagens comparadas sdo. Para
isso, um célculo € realizado levando em consideracdo a gravura modificada e original. Sua

férmula é mostrada a seguir:

MAX,?
PSNR = 10log | -

onde MAX; € o valor maximo que um valor de pixel pode assumir e MSE (mean squared error)
¢ a media da diferenca ao quadrado entre todos os valores que cada pixel pode assumir. No
Nosso caso, comparamos duas imagens no espaco de cor RGB e, portanto, MAX; = 255. Logo,
MSE é dado por

m-1n—
1
MSE = o—o Z Z (Riy = R'y)" + (G = 6'y)" + (B — B'y)’]
:0 =0

em que m e n sdo as dimensdes da imagem, R, G e B s&o as componentes de cor da imagem

original e R’, G’ e B’ séo as componentes de cor da imagem modificada [40].
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Posto isso, dentre o conjunto de gravuras as quais aplicamos tal teste, escolhemos para
exemplificar uma de tamanho 750 x 483 pixels ao qual chamaremos de Quimica. Sua escolha

foi motivada por possuir um nimero de cores bem definido e por apresentar transi¢des também

bem delineadas. A Figura 4.2 mostra essa imagem colorida (original) e em tons de cinza.

e

Figura 4.2: Imagem de teste: Quimica. Original e preto e branco.

Utilizando a imagem em tons de cinza, introduzimos os rabiscos. Logo apds,
executamos o algoritmo de colorizacdo para valores do parametro de penalidade (1) assumindo
107>, 1 e 10°. O raio de vizinhanca escolhido foi 1 e a funcdo de afinidade usada foi a padrdo

(Equacdo 2.16). A Figura 4.3 mostra a imagem original com os rabiscos (entrada do algoritmo)

N

ao passo que a Figura 4.4 mostra os resultados da execucao.

]

Figura 4.3: Imagem de teste rabiscada.

|

Figura 4.4: Resultados da colorizagdo para A igual a 10~5, 1 e 10°, respectivamente.
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Visualmente falando, é dificil notar alguma diferenca entre os trés resultados. O mesmo
acontece para imagens de dimensGes bem diferentes. Portanto, concluimos que,
independentemente da ordem de grandeza de A e das dimensdes da imagem, o resultado para o

problema é o mesmo. A Tabela 4.1 mostra os valores de PSNR para as trés saidas.

A 10~5 1 105
PSNR (dB) 20.0358 21.5417 21.5378

Tabela 4.1: Valor de PSNR para as trés imagens de testes.

Observe que todos esses valores sdo muito semelhantes, indicando que qualquer uma das

imagens geradas apresentam coloriza¢cdes muito parecidas frente a gravura original.

Comparando os valores de PSNR entre as trés imagens obtidas, podemos também

verificar o qudo semelhante elas sdo. A Tabela 4.2 apresenta essa relacao.

A 1075 1 105
1075 99 36.1702 36.1021

1 36.1702 99 66.8532
10° 36.1021 66.8532 99

Tabela 4.2: Valor de PSNR entre as trés imagens de teste.

Ela nos mostra que as imagens com 0s maiores parametros de penalidade sdo altamente
semelhantes. Ja para 2 = 107>, esses mesmos valores ndo se verificam. Isso significa que
guando o parametro de penalidade tende a zero, a imagem produzida se torna ligeiramente

diferente do resultado que seria gerado para valores de A maiores.

A explicacdo para esse acontecimento pode ser derivada de todo 0 nosso processo de
resolucdo. Vimos no Capitulo 3 que a matriz dos coeficientes do sistema linear do problema se
torna definida positiva pelo fato do parametro de penalidade ser estritamente positivo. Caso ele
fosse zero, essa matriz seria semidefinida positiva. Assim sendo, acreditamos que a ordem de
grandeza de A é responsavel por transformar o formato de “calha” da fungdo em um formato de
“cuia”. Quanto maior for seu valor, mais fechado seria o paraboloide eliptico (grafico da
funcdo) enquanto que, a medida que esse valor diminuir, tal superficie degeneraria

gradualmente para um cilindro eliptico.
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4.2.2 Raio da Vizinhanca

O tamanho do raio da vizinhanca (R) determina o numero de pixels que serdo influenciados por
cada pixel em particular. No Capitulo 2, discutimos sua importancia. Em sintese, quanto maior
for seu valor, mais calculos da funcdo de afinidade devem ser realizados e mais denso o sistema
linear do problema se torna. Assim sendo, € natural esperarmos que os resultados gerados para

valores de R maiores sejam melhores em troca de tempo de processamento.

Dentre as imagens utilizadas nesta fase de teste, selecionamos duas para exemplificar
esta subsecdo. A primeira delas tem tamanho de 800 x 600 pixels e chamaremos de Barco. A
segunda delas tem tamanho 768 x 768 pixels e denominaremos de Beagle. As Figura 4.5 e 4.6

mostram essas duas imagens em seus formatos originais e em tons de cinza, respectivamente.

Figura 4.6: Imagens de teste em preto e branco: Barco e Beagle.
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A seguir, as gravuras de teste rabiscadas sdo apresentadas pela Figura 4.7 ao passo que
os resultados para valores de tamanho de vizinhancga iguais a 1, 2 e 3, séo mostrados nas Figuras
4.8e4.9.

Figura 4.7: Imagens de teste rabiscadas: Barco e Beagle.

Figura 4.9: Resultados para Beagle para R igual a 1, 2 e 3, respectivamente.
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Como podemos observar, os resultados gerados foram muito parecidos - contrariando a
nossa intuicdo. As diferencas entre cada conjunto de trés imagens sao praticamente inexistentes.
Afim de obter uma analise mais minuciosa, atentaremos mais uma vez para os valores de PSNR

e também ao tempo de processamento. As Tabelas 4.3 e 4.4 expdem esses numeros, nesta

ordem.
Imagem\R 1 2 3
Beagle 27.9608 27.9880 27.9919
Barco 28.6391 28.6431 28.7014

Tabela 4.3: Valores de PSNR (dB) para os seis resultados.

Imagem\R 1 2 3
Beagle 5.636 24.809 229.014
Barco 4.086 21.342 210.530

Tabela 4.4: Tempo de processamento (s) para os seis resultados.

Repare que os valores de PSNR sdo semelhantes. Apesar de ligeiramente maiores a
medida que o tamanho de raio aumenta, esses valores ndo representam nenhuma melhora visual
aos resultados. Ndo somente, o tempo de processamento relacionado aumenta de forma

exorbitante, tornando a escolha de R superior a 1 desnecessaria e até mesmo inviavel.

A explicacio para essa diferenca nos tempos consumidos é 6bvia. E necessario calcular
mais pesos relativos, fatorar uma matriz com um nimero muito maior de entradas e resolver
um sistema linear mais denso. A Tabela 4.5 exibe o tempo gasto em cada uma das principais
etapas do algoritmo para a imagem Beagle. A nivel de esclarecimento, preencher tupla e
converté-la em matriz sd0 mecanismos utilizados por inimeras bibliotecas de Algebra Linear

para tratar casos esparsos.
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Etapas\R 1 2 3 1 2 3

Preencher tupla 0.399 1.136 2.192 7% 4% 0%
Converter tupla em matriz 0.114 0.267 0.523 2% 1% 0%
Calcular ATA 0.252 1.450 4.185 4% 5% 1%
Calcular ATA + AC 0.095 0.290  0.596 1% 1% 0%
Executar fatoragéo 4108  19.457 155.732 72% 78% 68%
Resolver sistema 0.651 2.190 65.769 11% 8% 28%

Tabela 4.5: Tempo de processamento (s) e porcentagem para as seis principais etapas do

algoritmos. Imagem usada: Beagle.

E interessante perceber que as etapas mais dispendiosas sdo: a fatoracdo da matriz, isto
é, 0 momento em que o algoritmo calcula LLT, e a resolugdo de fato do sistema linear. Podemos
verificar também que, quando diminuimos o grau de esparsidade da matriz dos coeficientes

(aumentando o raio), o tempo gasto nessas duas etapas aumenta consideravelmente.

Por fim, podemos afirmar que a escolha adequada para o tamanho de raio da vizinhanga
de um pixel deve ser fixada em 1. Apesar de nosso programa permitir a liberdade ao usuario de
escolher outros valores, mostramos que tal tentativa ndo ira trazer beneficios condizentes com

o0 tempo de processamento que serd consumido.

4.2.3 Funcao de Afinidade
As duas fungdes de afinidade discutidas no capitulo de modelagem sdo reescritas abaixo:

1)) (4.1)

Wy =€ ar-,

W, = e—(Yr—Ys)z/t. (4.2)

A primeira foi exposta pelos autores e a segunda foi uma sugestdo nossa. Nela, definimos ¢t
como um parametro de limiar constante responsavel por ponderar o expoente: quanto maior for
seu valor, mais inflexivel sera o peso; quanto menor for o seu valor, mais sensivel o peso sera

perante a diferenca de intensidades.

Dito isso, faremos testes utilizando as Equacdes (4.1) e (4.2) para t = 10 (valor

suficientemente pequeno que a variancia o¢,? pode assumir) e t = 16256. (valor
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aproximadamente maximo que a variancia o, pode assumir). Chamaremos essas funcgdes de

#1, #2 e #3, respectivamente.

J& para avaliar os diferentes resultados gerados, utilizamos 8 imagens distintas onde
cada uma delas possui caracteristicas interessantes. Entre esse conjunto de gravuras,
mostraremos a seguir Chocolate Quente (512 x 512 pixels) que tem poucas mudancas de cores
entre pixels adjacentes, Salada de Frutas (512 x 512 pixels) que apresenta varias cores mas
com transi¢Oes de contorno bem definidas e Papagaio (512 x 512 pixels) - imagem classica no
ambito da Computacdo Gréafica. As fotos originais e em tons de cinza sdo mostradas a seguir

pela Figura 4.10 e pela Figura 4.11, respectivamente.

Figura 4.10: Imagens originais utilizadas nos experimentos: Chocolate Quente (esquerda),

Salada de Frutas (meio), Papagaio (direita).

Figura 4.11: Imagens em tons de cinza utilizadas nos experimentos: Chocolate Quente

(esquerda), Salada de Frutas (meio), Papagaio (direita).

A Figura 4.12 exibe essas imagens com o0s rabiscos adicionados enquanto que 0s
resultados gerados da execucdo do algoritmo para as trés fungdes de afinidade (#1, #2 e #3) sao

expostos pelas Figuras 4.13, 4.14 e 4.15, nessa ordem.



Figura 4.12: Imagens de teste em tons de cinza rabiscadas: Chocolate Quente (esquerda),

Salada de Frutas (meio), Papagaio (direita).

Figura 4.15: Saida para funcdo de afinidade #3.
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Para medir a qualidade dos resultados, recorremos novamente ao célculo do valor de
PSNR que sdo apresentados pela Tabela 4.6. Note que esses numeros sdo ligeiramente

diferentes mas, mesmo assim, informacdes interessantes podem ser extraidas.

Imagem\Funcéo Funcdo de Afinidade #1 = Funcdo de Afinidade #2 = Funcédo de Afinidade #3

Chocolate 26.5444 26.4705 26.4667
Salada de Frutas 20.7356 21.0378 20.4342
Papagaio 23.7186 23.5946 22.0340
Peixe 19.0163 19.0253 18.8423
Babuino 28.3870 28.4699 28.2008
Maca 24.6926 25.7546 23.6096
Barco 28.6391 28.7245 27.7280
Beagle 27.9608 27.8862 27.7950
Média 24.9618 25.1204 24.3888

Tabela 4.6: Valores de PSNR para diversas imagens e funcGes de afinidade.

Lembrando o que foi discutido na Subsecdo 2.3.2, acreditamos que a fungdo #2
funcionaria melhor para imagens onde a transicdo das cores € mais bem delimitada. Enquanto
que, a funcdo de afinidade #3, intuitivamente se comportaria melhor para gravuras formadas

por mais gradientes de cores.

De fato, os valores de PSNR mostram essa tendéncia para o primeiro caso. Observe 0s
nameros para Salada de Frutas e Maca (imagens com transi¢fes de cores bem determinadas).

A funcéo de afinidade #2 se mostra superior.

Para ficar mais claro essas questdes, visualizaremos com mais detalhe a imagem que
demonstrou maior discrepancia no valor de PSNR: Maca. A Figura 4.16 coloca seu formato
original, em tons de cinza e rabiscada. Em seguida, a Figura 4.17 mostra a saida para as trés

fungdes de afinidade.

Figura 4.16: Imagem de teste: Macd. Original , preto e branco e rabiscada.
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Figura 4.17: Saida para as funcGes de afinidade #1, #2 e #3, respectivamente.

Preste bem atencdo aos contornos da maca. As saidas para as funcdes #1 e #3 sdo mais
borradas em suas extremidades ao passo que a saida da fungdo #2, tem seus limites bem
definidos - o vermelho da maca ndo é propagado para o fundo da gravura assim como o cinza

do fundo ndo se estende a macd . A Figura 4.18 destaca essas minucias.

Figura 4.18: Saida para as fungdes de afinidade #1, #2 e #3 no detalhe, respectivamente.

Deste modo, encerramos discussdes acerca da qualidade de saida gerada pelas fungdes
de peso. Verificamos que ndo hd uma equac&o ideal para qualquer tipo de imagem e que as trés
funcdes de afinidade abordadas apresentam comportamentos relativamente parecidos. Mesmo
assim, deixamos claro seus pontos de contraste apontando como a manipulacdo do valor de
limiar influéncia nos resultados.

Assim, nos resta analisar os tempos de processamento na geracdo desses resultados.
Uma vez que o célculo da variancia pode ser incorporado a implementacdo do algoritmo sem
adicdo de complexidade, todas as trés funcdes apresentam duragdes de execucao aproximadas.
A diferenca no consumo de tempo sé é observada quando variamos as dimensdes da imagem,

assunto que seré tratado na proxima segao.
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4.3 Tempo de Execucéo

O tempo de execucdo depende das dimensdes da gravura independentemente da ilustracdo. 1sso
acontece pois a dimenséo da matriz dos coeficientes € dada pelo nimero de pixels que aimagem
contém. Sendo assim, a etapa de fatoracdo e resolucéo do sistema se torna mais demorada.

Para fazer esse teste, colorimos uma imagem muito conhecido no meio da edicéo digital:
Lena. Executamos o algoritmo para essa fotografia dimensionada em 6 tamanhos diferentes
visando analisar o tempo gasto. A Figura 4.19 expde a sua versao original, em tons de cinza,
rabiscada e gerada pelo algoritmo. Logo ap06s, a Figura 4.20 apresenta o crescimento do tempo

em segundos para imagens de tamanhos diferentes.

Figura 4.19: Imagem de teste Lena. Original, escalada de cinza, rabiscada e resultado.

TEMPO DE PROCESSAMENTO

120
100
80

60

TEMPO (S)

40

20

0 O— 4 v

124 X 124 256 X 256 512 X 512 1024 X 1024 1536 X 1536 1792 X 1792
DIMENSAO DA IMAGEN (PIXEL X PIXEL)

Figura 4.20: Tempo de execucdo para imagens de dimensdes distintas.
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Observando o gréfico, é possivel notar que o crescimento do tempo de processamento
se aproxima de uma curva exponencial. Para dimensfes muito altas, 0 nimero de pixels se torna
extremamente elevado e, consequentemente, a resolucdo do sistema ja ndo € mais viavel. Se
formos fazer os calculos para a imagem de tamanho 1792 x 1792 pixels, teriamos uma matriz
de dimensdo 3211264 x 3211264 com aproximadamente 28901376 entradas ndo nulas

(menos de 1% do total).

O tempo gasto para colorir essa gravura foi de quase 2 minutos - 0 que ndo € muito
aceitavel frente a proposta do algoritmo. Deste modo, ndo recomendamos o uso do método para
fotografias cujas dimensdes ultrapassem um niimero de pixels de aproximadamente 3 x 10°.

Mesmo assim, podemos adiantar que essa limitacao seré discutida e contornada no Capitulo 5.

4.4 Implementacdo dos autores

No final do Capitulo 3, levantamos uma discussdo que envolvia a nossa maneira de resolver o
problema de colorizacdo e a maneira proposta pelos autores. Vimos que o sistema linear que
eles propuseram, apesar de se assemelhar com o nosso, é mais esparso, requer menos calculos
mas conta com uma matriz dos coeficientes que ndo é simétrica. Por esse motivo, a

implementacédo que eles aventaram faz uso da fatoragédo LU.

Para comparar da melhor maneira possivel ambas as abordagens, implementamos um
algoritmo muito analogo ao disponivel no site dos autores [12]. Tomamos o cuidado de utilizar
a mesma biblioteca de resolugdo empregada e tentar ser o mais fiel possivel ao codigo original.
Assim sendo, adicionamos ao nosso programa um filtro extra com a opcdo de executar tal

procedimento.

Seguindo a linha de raciocinio adotada durante as demonstrac6es dos resultados, iremos
aferir a qualidade das saidas geradas pelos dois algoritmos além de estudar o tempo de
processamento. Vale lembrar que todos os testes estdo sendo executados paraA=1,R=1¢

utilizando a fungéo de afinidade #1.

Assim sendo, chamamos a nossa implementacdo de #A e a implementacdo dos autores
de #B. A Figura 4.21 mostra as imagens Sapo (1000 x 750 pixels) e Grumpy Cat (800 x 991
pixels) originais, em tons de cinza e rabiscadas, respectivamente. Prontamente, as Figuras 4.22

e 4.23 exibem as saidas geradas pelo nosso algoritmo e o dos autores.



Figura 4.22: Sapo: Saida para a nossa implementacgdo (esquerda) e dos autores (direita).

Figura 4.23: Grumpy Cat: saida para a nossa implementacéo (esquerda) e dos autores
(direita).
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Observando os resultados, fica dificil notar alguma diferenca evidente. Ambas as saidas
sdo suficientemente adequadas. Isso ndo é surpreendente. Vimos na Subse¢do 3.4.4 que as
funcBGes minimizadas nos dois casos sdo muito similares. Sendo assim, segue a tabela com os

valores de PSNR para essas duas gravuras afirmando essa semelhanca.

Imagem\Implementacao #A #B
Sapo 23.5612 23.3502
Grumpy Cat 24.8907 24.9748

Tabela 4.7: Valores de PSNR (dB) para saidas de implementacdes diferentes.

Uma vez que estudamos a qualidade dos resultados, estd na hora de observarmos o
tempo de execucdo desses algoritmos. Lembremos que, enquanto o nosso necessita realizar uma
multiplicacdo de matrizes esparsas, a fatoracdo que ele utiliza € Cholesky ja que a matriz dos
coeficientes é simétrica definida positiva. Em contrapartida, o algoritmo de resolugdo dos
autores ndo precisa desse passo de multiplicacdo de matrizes mas se apoia na fatoragdo LU em

razdo de sua matriz ndo ser simétrica.

O mesmo teste de colorizagdo usado para calcular a variagdo do tempo em fungéo das
dimensGes da imagem foi feito. Aqui, usamos quatro exemplares da gravura Lena em tamanhos

diferentes. A Figura 4.24 mostra o tempo total de execucdo para 0s dois casos.

COMPARATIVO DE TEMPO DAS
IMPLEMENTACOES

B Implementacgdo #A Implementagdo #B

37,435

TEMPO (S)
10,535

0,564
2,016
3,24

124 X 124 256 X 256 512 X 512 1024 X 1024
DIMENSAO DA IMAGEM (PIXEL X PIXEL)

0,111
0,129
0,436

Figura 4.24: Comparacao do tempo de execucado entre as duas implementagoes.
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Quando observamos os tempos de execugdo, percebemos que a nossa forma de
resolucdo se mostra superior mesmo para imagens com dimensdes ndo muito grandes. A partir
de aproximadamente 512 x 512 pixels, ganhos de consumo de tempo podem ser notados e
tendem a aumentar em funcao das dimensdes da imagem. Isso significa que o tempo gasto na
multiplicacdo de matrizes esparsas é justificavel pelo uso de um método de fatoracdo mais
refinado gerando beneficios.

Finalmente, diante desses resultados mostrados, provamos que de fato a nossa
implementacao é mais eficiente. Justificamos por meio de testes que a nossa forma de resolugédo
baseada nas restri¢cbes que foram estabelecidas ao longo do desenvolvimento deste trabalho,

garante uma versao do algoritmo de colorizacdo via otimizacdo oportuna e melhorada.

4.5 Outros exemplos e consideracgoes

A seguir mostramos um total de 6 gravuras pertencentes a classes de fotografias distintas que
foram coloridas pela nossa aplicacdo. Dentre elas selecionamos fotos tradicionais, artes digitais,

fotografias antigas e imagens pessoais.

Dessa forma, poderemos ter a certeza de que bons resultados podem ser gerados para
qualquer tipo de imagem. Os parametros utilizados na geracdo das saidas que seguem foram:

A =1, R =1 e afuncdo de afinidade escolhida foi #1.
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Figura 4.25: Exemplos variados de imagens coloridas pela nosso aplicativo.

Encerraremos assim as discussdes sobre os resultados e damos seguimento ao ultimo
assunto deste trabalho. O proximo capitulo introduz uma ideia capaz de reduzir drasticamente

o tempo de processamento do algoritmo de colorizagéo.
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5. Redimensionamento de Solucao e
Colorizacao lterativa

Os resultados apresentados no Capitulo 4 foram promissores. De fato, a nossa forma de resolver
o sistema linear decorrente do problema de colorizacao via otimizagdo é mais eficiente. Ficamos
satisfeitos com o0s numeros e o melhoramento proposto para o algoritmo mas, mesmo assim,
sabemos que imagens de resolucdes muito altas ainda tenderdo a consumir um grande tempo

de processamento.

Ja ndo é de hoje que imagens digitais ndo param de crescer: fotografias geradas pelas
cameras mais simplodrias disponiveis no mercado costumam oferecer pelo menos 10
megapixels, 0 incontestavel progresso dos smartphones tem aumentado ainda mais a resolugdo
das fotografias tiradas por celulares e, ndo somente, gravuras atingindo a casa dos gigapixels ja
sdo uma realidade (produto de cameras especializadas ou decorrente da criacdo de panoramas,

por exemplo).

Diante disso, sentimos a necessidade de melhorar ainda mais o algoritmo de colorizacéo.
A medida que avaliavamos os resultados do capitulo anterior, tivemos uma ideia capaz de fazer
com que tal método execute de forma extremamente rapida; para muitas imagens, em tempo

real.

Sendo assim, este penultimo capitulo inicialmente formaliza essa ideia explicando sua
motivacdo. Fazemos depois uma breve discussdo sobre um outro ferramental matematico
empregado para que esse novo método possa ser implementada e, por fim, mostraremos 0s

resultados gerados.

5.1 Formalizacdo da Ideia

Avaliando os resultados do capitulo anterior, em especial, 0s obtidos na Subsecéo 4.3 e exibidos
pela Figura 4.20, chegamos a conclusdo de que o tempo de processamento cresce
exponencialmente a medida que as dimensdes da imagem aumenta. 1sso ndo foi nenhuma
surpresa, afinal, resolver um sistema linear com 124 x 124 variaveis definitivamente é menos

custoso do que resolver um com 1792 x 1792 variaveis.
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Nosso algoritmo gasta por volta de 100 milissegundos para colorir uma imagem de
tamanho 128 x 128 pixels (dentro das especificagdes da maquina mostradas no inicio do
Capitulo 4) e aproximadamente 110 segundos para colorir a mesma imagem mas com
dimensdes iguais a 1792 x 1792 pixels onde, a maior fatia de tempo em ambos 0s casos se

concentra na etapa de fatoragéo e resolugédo dos sistemas lineares correspondentes.

Ao observar mais atentamente essa andlise uma pergunta é levantada: sera que a
colorizacdo de uma mesma imagem com dimensdes tdo diferentes € também muito diferente?
A Figura 5.1 responde esta pergunta na forma de um resultado. Ela mostra uma imagem
colorida de dimensfes 128 x 128 pixels e 1792 x 1792 pixels para conjuntos de rabiscos

equivalentes.

Figura 5.1: Resultado do processo de colorizacdo para imagens de tamanhos 128 x 128

pixels (esquerda) e 1792 x 1792 pixels (direita).

Obviamente, a qualidade delas ¢é diferente uma vez que as resolucdes estdo em ordens de
grandeza discrepantes mas, em termos de colorizagdo, ambos os resultados s&o bem

semelhantes. Em outras palavras, as cores foram propagadas para as mesmas regioes.

Hora, se resolver esse sistema linear pequeno é tdo rapido e gera uma solucéo parecida
(visualmente falando) a do sistema linear grande, sera que ndo existe uma forma de interpolar
essa solucgdo e gerar uma nova que seja adequada para a imagem de alta resolucdo? A resposta
é sim. Uma classe de filtros presentes no meio da Computacdo Grafica conhecidos como

upsampling apresentam exatamente esse proposito.

Diante dessa pequena discussao, a ideia por trds do nosso metodo de colorizagdo via

otimizacdo em tempo real ja deve ter ficado clara. A partir de uma imagem de alta resolucéo,
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iremos primeiramente redimensioné-la tornando-a suficientemente pequena - por exemplo,
dimensionaremos a fotografia de tamanho 1792 x 1792 pixels para 128 x 128 pixels. Na
imagem de baixa resolucéo, efetuamos a colorizacdo e obtemos uma solucéo: um vetor U e um
vetor V. Por meio de um filtro de upsampling - ao qual entraremos no mérito logo em seguida
- iremos interpolar a solucdo de baixa resolugdo gerando uma solucdo de alta resolucéo e,

finalmente, iremos colorir a imagem original.

Essa nossa ideia sugere que estamos trocando o tempo gasto na resolucdo de um sistema
linear grande pela execucéo desse filtro. A principio, isso é verdade. Contudo, veremos ao longo
deste capitulo que, ao contréario de precisar resolver um sistema enorme (para imagens de
resolucdo alta) toda vez que um novo conjunto de rabiscos é inserido na foto, por meio da nossa
forma de implementacéo a etapa dispendiosa do filtro de upsampling (que ainda sim é mais
barata que a resolucdo do sistema linear maior) sé sera executada uma Unica vez. Assim, 0
nosso algoritmo se resumiria basicamente a resolver o sistema linear de baixa resolucgéo; o que

é feito de forma muito rapida. Todos esses detalhes ficardo claros ao longo deste capitulo.

5.2 Operacdo de Upsampling e Filtro Bilateral

Para darmos seguimento a formalizacdo das técnicas envolvidas no nosso propdésito, dois
conceitos devem ser explicitados. A seguir entenderemos o que de fato € uma operagdo de

upsampling e qual é o significado e importancia de um filtro bilateral.

Upsampling é uma operacdo fundamental em processamento de imagens vastamente
utilizada em aplicagbes como compressao, transmissao progressiva e exibi¢do de imagens. Seu
principal proposito é aumentar a resolugdo enquanto mantém a representacdo 2D de uma
gravura. Esse método é tipicamente utilizado para ampliacdo em pequenas regides de algumas
imagens e para eliminagéo de efeitos de pixelizacdo que s&o gerados quando imagens de baixa
resolucdo sdo exibidas em frames relativamente maiores [44]. De modo mais simples,
upsampling € uma forma de reamostrar uma imagem de baixa resolucdo em uma grade de alta

resolucéo.

Ja um filtro bilateral é uma técnica ndo linear capaz de suavizar uma determinada
imagem ao mesmo tempo que preserva suas arestas. Para isso, combina-se filtros de espaco
(distéancia entre pixels) e de alcance (valores do espaco de cor em questdo). O valor de
intensidade de cada pixel na imagem é substituido por uma média ponderada das intensidades
de pixels préximos. O interessante é que esses pesos ndo dependem apenas da distancia
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euclidiana dos pixels (filtro de espaco) mas também da variacdo dos valores de intensidade
(filtro de alcance) [42]. Isso significa que para o filtro bilateral dois pixels sdo proximos um do
outro (apresentam pesos maiores) ndo somente se ocupam posicdes espacialmente proximas,
mas também se eles tem alguma similaridade na escala fotométrica; no nosso caso, escala de

cinza.

Para exemplificar, um filtro bilateral é tipicamente dado pela seguinte equacéo:

1
o =1 2, lafUp = aDf (i, = 1el), 51

qeQ
onde J, € aimagem filtrada, / € aimagem de entrada a ser filtrada (e, por exemplo, seus valores
representam as intensidades), p é a coordenada do pixel atual a ser filtrado, Q é uma janela
centrada em p, f é um filtro espacial responséavel por suavizar as diferengas de coordenas e g
é um filtro de alcance responsavel por suavizar a diferenca de intensidades; ambos esses filtros
costumam ser fungBes Gaussianas. k,, € um fator de normalizagdo tipicamente dado pela soma

dos pesos de f - g [43].

Posteriormente, foi-se introduzido um novo tipo de filtro bilateral chamado de Joint
Bilateral Filter (filtro bilateral conjunto). A diferenca é que ao invés de aplicar o filtro de
alcance nas intensidades da imagem de entrada I, ele usa uma segunda imagem I como forma
de orientacdo. Isso por exemplo é Gtil quando tentamos combinar as altas frequéncias de uma

gravura com as baixas frequéncias de outra. A equacao desse filtro é dada por

1 .
o= 2, laf Qo = adf (I = T, 52)

qeN

em que a Unica diferenca de (5.1) é que g usa as intensidades de I ao invés de 1.

Uma vez explicado ambos esses mecanismos, estamos preparados para entender o
ferramental que é utilizado nessa ultima etapa do projeto. A subsecdo seguinte explica o
funcionamento do filtro JBU (Joint Bilateral Upsampling Filter).

5.3 FiltroJBU

Em julho de 2007, dois pesquisadores da Microsoft, Matt Uyttendaele e Michel F. Cohen em
conjunto com dois professores da Universidade de Konstanz e da Universidade Hebraica,
Johannes Kopf e Dani Lischinski, respectivamente, propuseram na SIGGRAPH do ano um
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novo tipo de filtro bilateral que combinava a ideia do upsampling com a ideia do filtro bilateral
conjunto [43].

Eles demonstraram que a disponibilidade de uma imagem em alta resolucdo pode ser
utilizada no contexto desse tipo de filtro na producdo de uma solugéo adequada gerada a partir
de uma solucdo de baixa qualidade. Isto €, a proposta deles é fazer uso de uma solugéo
produzida para uma imagem de baixa resolucédo e interpola-la afim de produzir uma solucéo

para a gravura de alta resolucdo - exatamente o0 que precisamos.

Esse novo filtro, ao qual foi chamado de Joint Bilateral Upsampling Filter e que
denotaremos daqui para frente como filtro JBU, apresenta grande importancia para este
trabalho. NGs o adaptamos afim de atender as necessidades do nosso problema de colorizacéo

e 0 incorporamos no algoritmo com o objetivo de obter resultados de forma ainda mais rapida.

A sua ideia consiste em utilizar um filtro espacial na solucdo de resolucdo baixa,
enquanto que um filtro de alcance similar é aplicado ao mesmo tempo na imagem de resolucéo
alta. Assim sendo, dado uma imagem de resoluc&o alta I de tamanho n x n , e uma solugéo S
gerada a partir da imagem de resolucdo baixa de tamanho 7 x 7, o filtro JBU computa a solugédo
S para a imagem original. Para isso, aplica-se um filtro espacial f a solugio S, ao passo que um
filtro de alcance g é aplicado a versdo maior da imagem I. Assim, se p e q denotam coordenadas
de pixels em I e p; e q, coordenadas correspondentes na solucdo de resolucdo baixa, entdo a

solucéo da imagem original (solucéo “redimensionada’) de S é dada por

S=1 > safps = gl - 1,1 (5.3)

q €N

onde k, é um fator de normalizagéo (soma dos pesos de f - g) e Q € o suporte do filtro espacial
f centrado em p, [43], isto &, uma vizinhanca de pixels ao redor de p,. Portanto, a complexidade
desse filtro esta diretamente relacionada com o numero de pixels da imagem de alta resolucéo
I.

Repare que a Equacéo (5.3) € praticamente idéntica a Equacdo (5.2), exceto que estamos
construindo uma solucédo de resolucdo alta ao invés de uma imagem propriamente e operando
em duas dimensdes diferentes simultaneamente. A Equacédo (5.3) é a fornecida no artigo do
filtro JBU em [43]. A seguir a incorporaremos ao nosso problema fazendo alteragdes de forma

a simplifica-la.
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5.4 Incorporacéao do Filtro JBU no Algoritmo de Colorizacdo

Uma vez entendido como funciona o filtro JBU, temos que aplica-lo ao nosso problema. Dentro
do nosso contexto, as solugdes a serem “redimensionadas” sd0 0s vetores U e VV gerados a partir

da resolucéo dos sistemas lineares

[(I-W)T(I-W)+AC]U = ACU, (5.4)
[(I—=W)T(I—W)+ AC]V = ACV, (5.5)

correspondentes a uma imagem de resolucio baixa. Ja os valores que I assume sdo exatamente

as intensidades Y da imagem de resolucéo alta. Dessa forma, estamos interessados em calcular

ZUqlf(IIm alg(lv, — Yo, I,

P qen

=1 = > e~ g (Y, — ¥y ).

qlEQ

Os filtros espacial e de alcance utilizados foram Gaussianas muito semelhantes com as

funcdes de afinidade empregadas nos capitulos anteriores. Assim, definimos f e g como
fllpy — qull) = e~ el
2
gy, = vl = e Poal
Podemaos reescrever entdo as Equacdes (5.4) e (5.5) como
~(Ips-auliz+]vp-vq, | )

U, —ZUql . :

q.€Q

= V"

qLEQ

Ilm a.ll +||Yp qu|| )

P

Chamando a fragdo da exponencial sobre o fator de normalizacdo de g,,,, conseguimos

sintetizar as formulas. Segue entdo que
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Up = 2 Uq,Gpqy»

qlEQ

W= Z Va9pa,-

q.€Q

Essa notacdo significa mais um nivel de simplificacdo uma vez que deixa claro
determinadas constantes envolvidas na formula. Repare que g,,4, € uma fungao da posicao e da
intensidade do pixel - informag6es essas que temos armazenadas para qualquer imagem em tons
de cinza. O que realmente muda na hora de aplicar o filtro JBU sdo as solugdes U e V geradas

a partir da resolugéo do sistema de baixa resolucdo (Equagdes 5.4 e 5.5).

Dito isso, podemos construir uma matriz G de tamanho n x n tal que cada elemento G =

{gij}Zj é dado por

o= +lvi=v,11?)
gdij = kp ’
0, sej &,

sej€eQ

em que i, é o pixel na imagem de resolucdo baixa correspondente ao pixel i da imagem de
resolucdo alta e x; significa a coordenada do pixel j na imagem de resolucdo baixa. Note que

essa matriz também serd altamente esparsa.

Além disso, se concatenarmos um vetor nulo 0 de tamanho n — 7 a solucdo U e V,
geramos dois vetores U e V7 aumentados de tamanho n. Prontamente, podemos simplificar ainda
mais a forma de obtencéo dos vetores U e V efetuando uma simples multiplicacio de estruturas

esparsas

U=0TG,

V=VTG.

Esse ultimo resultado se mostra importante uma vez que sugere uma maneira clara de resolugédo
e traz beneficios em termos de implementacdo e computacdo no momento de calcular as
solugdes para 0 nosso problema. Reduzimos a incorporacdo do filtro a uma multiplicacdo de

estruturas esparsas.
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Entendido isso, 0 préximo passo é finalmente verificar os resultados e determinar o que
de fato é menos custoso: aplicar o filtro JBU na solucdo proveniente do sistema associado a
imagem de resolucdo baixa e produzir assim uma solucdo de resolucéo alta ou de fato resolver

um sistema linear maior.

5.5 Filtro JBU x Resolucdo de um Sistema Linear Grande

Para dar inicio a etapa de testes, € importante lembrar dos principais passos do nosso algoritmo.
Primeiramente vamos redimensionar a imagem rabiscada tornando-a suficientemente pequena,
resolveremos os sistemas lineares correspondentes e entdo aplicaremos o filtro JBU nas

solucgdes desses sistemas para gerar a solucdo de alta resolucdo (uma aproximacéo).

Dito isso, o primeiro teste foi realizado em uma imagem de tamanho 1024 x 1024
pixels a qual chamaremos de Pepper. Obtemos sua versdao em escala de cinza, inserimos 0
rabiscos e geramos duas saidas: uma resolvendo o sistema linear da imagem diretamente (como
fizemos durante todo o Capitulo 4) e outra utilizando essa nossa nova abordagem. Vale ressaltar
que o tamanho utilizado na imagem de resolucdo baixa foi de 124 x 124 pixels. A Figura 5.2
mostra a imagem original, em escala de cinza e rabiscada. J& a Figura 5.3, mostra a saida para

ambos os método de colorizacao.

Figura 5.2: Imagem de teste Pepper. Original, escalada de cinza e rabiscada.



78

Figura 5.3: Pimentdo: saida para a implementagdo padréo (esquerda) e utilizando o filtro
JBU (direita).

As diferengas entre essas duas imagens sdo poucas. A gravura gerada a partir da
aplicacdo do filtro JBU aparenta ter as cores um pouco mais vibrantes, mas ndo ha nenhuma
caracteristica notavel. Os valores de PSNR (meétrica que utilizamos para aferir qualidade) para
essas duas imagens foram 21.4343 dB e 21.1199 dB que, por serem muito parecidas,

comprovam esse fato.

Ja quando falamos em termos de tempo de processamento, os resultados sdo bem
dispares. Enquanto o algoritmo padrao de colorizacao gastou 10669 milissegundos, o algoritmo
que incorpora o filtro JBU levou 1402 milissegundos.

O motivo para essa discrepancia é obvio e reflete toda nossa motivacdo de aprimorar e
implementar tal mecanismo. Enquanto que no primeiro caso temos que resolver dois sistemas
lineares (Equacdes 5.4 e 5.5) em que a matriz dos coeficientes tem tamanho 1024 x 1024, no
segundo caso resolvemos 0s mesmos sistemas mas com matrizes de tamanho 128 x 128 seguido

da aplicagdo do filtro JBU nas solucGes geradas.

Como a complexidade envolvida na execucédo desse filtro esta relacionada ao nimero
total de pixels na gravura de alta resolucéo, resolvemos realizar testes com essa mesma imagem
variando as suas dimensdes e verificando de que forma o tempo gasto é dado. A Figura 5.4
mostra um comparativo do tempo total de execucéao para o nosso algoritmo padréo e o algoritmo

que incorpora o filtro JBU para imagens de dimensdes variadas.
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TEMPO DE EXECUGCAO: ALGORITMO PADRAO X FILTRO JBU

120
100
80

60

TEMPO (S)

40

20

0 -— =l —— .
256 X 256 512 X 512 1024 X 1024 1536 X 1536 1792 X 1792
DIMENSAO DA IMAGEN (PIXEL X PIXEL)

—&— Algoritmo Padrdo == Filtro JBU

Figura 5.4: Tempo de execucdo para imagens de dimensdes distintas.

Os ganhos de tempo séo indiscutiveis. De fato, aplicar o filtro JBU é muito mais barato
do que resolver os sistemas lineares correspondentes. Ndo somente, as saidas geradas foram

qualitativamente muito semelhantes, o que afirma a sua eficiéncia.

A segunda imagem de teste é denominada Nemo e apresenta tamanho de 1024 x 768
pixels. Resolvemos redimensiona-la ainda mais produzindo a gravura de baixa resolugdo com
tamanho de 64 x 48 pixels. A Figura 5.5 expfe sua versdo original, em preto e branco e
rabiscada, ao passo que a Figura 5.6 mostra as saidas para execu¢do do algoritmo padrdo e da

aplicacdo do filtro JBU.

Figura 5.5: Imagem de teste Nemo. Original, escalada de cinza e rabiscada.
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Figura 5.6: Nemo: saida para a implementacdo padréo (esquerda) e utilizando o filtro JBU
(direita).

Dessa vez comecamos discutindo o tempo de processamento. Enquanto que a solugéo
gerada pelo algoritmo padrdo consumiu 7504 milissegundos, a produzida pelo JBU executou

em apenas 975 milissegundos.

No entanto, as saidas geradas nesse caso ja ndo sdo tdo similares qualitativamente. E
possivel reparar certas diferencas entre as duas imagens. Note que o resultado do filtro JBU
apresenta um fundo mais borrado e que a colorizagao do peixe azul ndo foi tdo fiel ao resultado
gerado pelo algoritmo padrdo. Os valores de PSNR dessas duas imagens foram 22.9745 dB e
19.1411 dB, respectivamente. De fato, essa diferenca mostra numericamente que a primeira

solucéo é melhor.

Isso sugere que reduzir de mais a imagem de alta resolucdo pode nos levar a resultados
ndo tdo satisfatorios. O que estamos fazendo de fato é gerar uma aproximacdo para a solugdo
da imagem original por meio da solucéo produzida a partir dos sistemas lineares associados a
uma imagem de resolucédo baixa. Portanto, quanto menos informacéo essa solucdo apresentar
em relacdo a solucdo original, menos fiel ela sera.

Diante disso, o terceiro teste faz essa analise. Escolhnemos uma imagem de tamanho
1600 x 1200 pixels a qual chamaremos de Praia. Geramos solugdes executando o filtro JBU
em cima de imagens de baixa resolugdo correspondentes com tamanhos diferentes: 32 x 24,
64 x 48, 124 x 93, 256 x 192, 512 x 384 e 1024 x 768 pixels. Em seguida, produzimos a
solugéo da imagem de resolugéo alta por meio do algoritmo de colorizagdo padrdo. Assim, a
Figura 5.7 exp0e essa gravura original, em tons de cinza , rabiscada e produzida pelo algoritmo
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padrdo ao passo que a Figura 5.8 mostra todas as seis saidas para as dimensdes citadas naquela

ordem.

Figura 5.7: Imagem de teste Praia. Original, escalada de cinza, rabiscada e produzida pelo
algoritmo padréo.

Figura 5.8: Praia: saida gerada pelo filtro JBU para imagens de resolucdes: 32 x 24, 64 x
48, 124 x 93, 256 x 192, 512 x 384 e 1024 x 768 pixels, indo da direita para a esquerda

respectivamente.

Observando essas saidas, podemos notar que ganhos de qualidade sdo obtidos a medida
que aumentamos as dimensdes da imagem de resolucdo baixa. Mesmo assim, todos os
resultados, exceto o primeiro (onde a reducdo da imagem original foi exagerada), séo
satisfatorios. Isso € melhor evidenciado pelos valores de PSNR. A Tabela 5.1 os apresenta.

Dimenséo 32x24 64 x 48 124 x93  256x192 @ 512x384 1024 x 768  Original
PSNR(dB) = 16.7976  23.9660 24.4702 25.7329  26.6527 = 26.7977  26.9317

Tabela 5.1: Valores de PSNR para saidas de implementacgdes diferentes.
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Falando sobre o tempo de processamento, esperamos também que ele aumente em
funcdo do tamanho das gravuras (de baixa resolu¢do). Como ja verificamos no Capitulo 4 e
reiteramos na Figura 5.4, o crescimento do tempo que envolve fatorar a matriz dos coeficientes
e resolver o sistema linear € exponencial. Assim, esperamos que, independentemente da
aplicacdo do filtro JBU, o tempo de processamento para imagens maiores seja dominado por
essas etapas. Assim sendo, a Tabela 5.2 mostra de que forma esse tempo é distribuido entre as

principais fases da execucéo.

Etapas\Dimensoes 64 x 48 124 x 93 256 x 192  512x384 1024 x 768
Preencher tupla 005 2% 0.06 2% 009 4% 020 5% 0.63 6%
Converter tupla em matriz 000 0% 000 0% 000 0% 003 1% 015 1%
Calcular ATA 0.00 0%  0.00 0% 002 1% 0.08 2% 035 3%
Calcular ATA + AC 0.00 0%  0.00 0% 000 0% 0.03 1% 013 1%
Executar fatoragéo 000 0% 005 2% 019 7% @ 109 27% 6.07 56%
Resolver sistema 000 0% 001 0% 005 2% 022 5% 112 10%
Calcular G 224 95% 224 93% 225 83% 223 57% 224 22%
Calcular U = UTG eV =V7G 008 3% 0.08 3% 008 3% 008 2% 0.09 1%
Total (s) 2.357 2.453 2.693 4.078 10.988

Tabela 5.2: Valores de PSNR para saidas de implementacdes diferentes.

Como vimos, o filtro JBU depende apenas do tamanho da imagem de alta resolucéo;
nesse caso, 1600 x 1200 pixels. Por conta disso, o célculo de G e a multiplicacdo que gera as
solugBes U e V apresentam tempo constante. O que realmente muda é o tempo gasto nas
operacOes necessarias na construcado e resolugdo dos sistemas lineares. Repare que quanto maior
for o tamanho da imagem de resolucdo baixa, mais tempo sera gasto nessas operagdes. Em
contrapartida, quanto menor for o seu tamanho, o tempo total se concentra praticamente na

aplicacdo do filtro JBU (as duas ultimas etapas) - o que de fato é o que desejamos.

Evidentemente, aplicar o filtro JBU sobre uma imagem de baixa resolucdo que ainda é
grande vai contra o propdsito da ideia. Esse teste foi feito para mostrar como a fatia de tempo
é distribuida pelas etapas do processo e aferir a qualidade dos resultados. Nao apenas na imagem
Praia, outros experimentos foram realizados e, constatamos que a gravura de resolucdo baixa
com tamanho proximo a 128 x 128 pixels € uma opg¢do adequada. Os sistemas lineares ficam

suficientemente baratos (para as configuracdes da maquina), o tempo de processamento se
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concentra na aplicagdo do filtro JBU (como observado na Tabela 5.2) e os resultados gerados
sdo satisfatorios.

N&o obstante, caso o usuario deseje melhores resultados, todo o processo de colorizacéo
pode ser feito aplicando-se o filtro e entdo ser finalizado executando o algoritmo de colorizacéo
padrdo. Dessa forma, gastando muito menos tempo o usuario teria a certeza de que os rabiscos
estdo propriamente posicionados antes de executar a rotina mais dispendiosa. N0sso programa
oferece essa facilidade assim como o tamanho do redimensionamento a ser utilizado na escolha

da imagem de resolucéo baixa.

Esse Gltimo mecanismo sugere que o processo de colorizacdo tenha sido feito de forma
iterativa, ou seja, o0 usuario rabisca a imagem, verificava o resultado e entdo faz correcdes
apagando ou inserindo tracos. Discutimos a seguir como agregar esse conceito de forma pratica
e eficiente.

5.6 Colorizacao Iterativa e em Tempo Real

Colorir ndo é uma tarefa que se faz de uma vez s6. Pensando no algoritmo de colorizacao, ap6s
inserir os rabiscos e executa-lo para obter uma saida, € bem provavel que o usuario ainda ndo
esteja satisfeito. Parte da imagem pode ter ficado borrada de uma cor errada ou outro tipo de
resultado indesejado pode acontecer. Assim, é bem razoavel esperar que 0 usuario retorne a

etapa de rabiscos e posso ajeitar esses detalhes.

O nosso programa ja fazia isso, ou seja, caso o0 usuario ndo ficasse satisfeito com o
resultado gerado ele poderia retornar a imagem rabiscada e adicionar ou remover tragos
coloridos. Obviamente, isso significa resolver um novo sistema linear afim de produzir uma

nova imagem colorida.

Combinando essa forma iterativa de colorir com a maneira pela qual adequamos o filtro
JBU (criacdo da matriz G, em particular), nés implementamos um modo de colorizagdo em
tempo real para imagens ainda bem grandes. O funcionamento é simples. Vimos que o tamanho
adequado para a imagem de resolucdo baixa é de aproximadamente 128 x 128 pixels. Da
Tabela 5.2 verificamos que o tempo gasto nas operagdes associadas a resolugdo dos sistemas
lineares consomem aproximadamente 100 milissegundos enquanto que, as etapas do filtro JBU
(calculo de G, U e V) tomam por volta de 2 segundos do tempo. O ponto é que esses 2 segundos

sdo dedicados essencialmente a construgdo da matriz G (onde os elementos dependem apenas
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das intensidades e posicOes dos pixels). Sendo assim, G s precisa ser computada uma Unica

VeZ.

Ainda na Tabela 5.2, verificamos que a geracdo de U e de V (etapa de multiplicac&o) é
efetuada em aproximadamente 80 milissegundos. Portanto, se a matriz G for calculada na
primeira tentativa de colorizacdo, as proximas vezes vdo levar pouco menos de 200
milissegundos. Isso para uma imagem de tamanho 1600 x 1200 pixels que é o caso da Praia.
Resumindo, depois da primeira tentativa de colorizacdo, todas as proximas tentativas serao

executadas em poucas fracOes de segundo.

Evidentemente, quanto maior for a imagem original, mais tempo essa etapa de
multiplicacdo vai tomar. Mas mesmo assim, pela forma como rearranjamos a férmula do filtro
JBU e fazendo uso de rotinas de multiplicacao de estruturas esparsas da biblioteca CHOLMOD,
conseguimos reduzir substancialmente o tempo gasto nessa fase. A tabela que segue mostra o
tempo que as etapas de geracdo da matriz G e geracdo dos vetores U e V (multiplicaco)

consomem.

TEMPO DE PROCESSAMENTO

1792 X 1792 P 3,807
1536 X 1536 P 2,791
1024 x 1024 [ 1,246

512 X 512 M) 0,321

256 X 256 g

DIMENSAO DA IMAGEN (PIXEL X PIXEL)

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 4
TEMPO (S)

Tabela 5.3: Comparagio entre as etapas de producio de G e os vetores U e V.

Note que mesmo para imagens de tamanho 1792 x 1792 pixels, o tempo gasto na etapa
de multiplicagcdo é muito pequeno. Isso mostra que a nossa forma de utilizar o filtro, associada
a construgdo de uma nova matriz e ao algoritmo de colorizacdo via otimizacéo torna a tarefa

muito mais vidvel para imagens grandes. Assim, superamos o problema de ter que resolver
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sistemas lineares exageradamente maiores sem perdas consideraveis de qualidade. Em outas
palavras, tudo isso significa que o método de colorizagdo se resume a resolucéo de um sistema
de poucas dimens@es e a multiplicacdo de estruturas esparsas - tarefas que sdo executadas de

forma extremamente rapida.

Outro ponto que podemos levantar € 0 momento da geracdo da matriz G. Até aqui
falamos que ela seria calculada na primeira tentativa de colorizagdo. Obviamente, esse processo
pode ser realizado no momento em que a imagem é carregada. Se esse for o caso, o tempo de

colorizacdo fica fixado em poucos milissegundos desde a primeira tentativa.

5.7 Colorizacao Interativa

Explicamos aqui um Gltimo adicional de implementacéo que faz uso de todo esse ferramental
discutido. Usamos os numeros obtidos nos resultados anteriores para proporcionar um efeito de
colorizagdo interativa, isto é, um efeito capaz de colorir a imagem ao mesmo tempo que 0
usudrio adiciona os rabiscos. Para exemplificar a explicacdo, vamos levar em conta que a
imagem de resolucgdo baixa tem tamanho préximo de 128 x 93 pixels e a imagem original tem

tamanho de 1600 x 1200 pixels (como no teste da Praia).

A ideia é manter duas thread trabalhando: uma responsavel pela Ul da aplicacdo
(capturando os rabiscos que sdo adicionados na imagem) e outra encarregada de resolver os
sistemas lineares e aplicar o filtro JBU simultaneamente. Supondo que a matriz G ja tenha sido
calculada (no momento em que a imagem foi carregada, por exemplo), sabemos que - na
maquina em questdo - o tempo de processamento despendido para colorir a imagem sera de
aproximadamente 140 milissegundos (tempo de resolugédo dos sistemas somado ao tempo de
multiplicacdo das estruturas esparsas). 1sso nos da por volta de sete coloriza¢Ges por segundo;

o suficiente para criar o efeito desejado.

Dessa forma, adicionamos a implementacdo final do programa uma opcdo de
colorizacdo interativa. Nela, 8 medida que o usuario adiciona rabiscos na imagem, a colorizacdo
vai sendo executada concorrentemente mostrando quase que de imediato o resultado. Vale
mencionar que o efeito se mostra mais evidente quando o nimero de vezes que a maquina for
capaz de executar o algoritmo de colorizag¢do por segundo for maior. Esse valor esta associado

as suas configuracdes assim como ao tamanho da imagem.
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5.8 Consideracoes

Uma vez que o filtro JBU nédo foi alvo principal de estudo neste trabalho, melhorias
ainda poderiam ser empregadas. Estudar mais a fundo os parametros empregados na Equagao
(5.3) é uma outra forma de anélise mais aplicada. Mudancas nas fun¢des de espago e de alcance

sdo sugestdes validas assim como nos proprios parametros da Gaussiana.

Mesmo assim, ficamos muito satisfeitos com todos os resultados. A incorporagéo do
filtro JBU diante de nossas modificacOes aplicado ao algoritmo de colorizagao via otimizagéo
também aprimorado, rendeu excelentes efeitos: praticos e teéricos. Portanto, encerramos esta

ultima etapa do trabalho e daremos seguimento com o capitulo de concluséo.
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6. Conclusao

6.1 Objetivos da Pesquisa

O objetivo principal e inicial da pesquisa colocada no anteprojeto desta monografia foi fazer
um estudo tedrico e pratico do algoritmo de colorizagcdo via otimizacdo proposto por Anat
Levin, Dani Lischinski e Yair Weiss em [11]. Nossa principal motivacéo foi a falta de respaldo
tedrico do método por eles apresentado combinado com a constante presenca do mesmo em
diversos artigos académicos na forma de base ou referéncia. Ndo somente, um estudo mais
aprofundado da técnica seria uma maneira sadia de alavancar novas alternativas de resolucéo e

ideias associadas ao assunto - o que de fato ocorreu e contribui para enriquecer este trabalho.

6.2 Etapas de Desenvolvimento

O Capitulo 2 tratou de explicar como os autores aventaram o algoritmo impulsionando
toda uma discusséo sobre diversos assuntos de Computacdo Gréafica e otimizagdo. Definimos
conceitos como a intensidade de uma imagem, discutimos a importancia e o significado dos
espacos de cor no ambito do processamento de imagens e finalmente promovemos um estudo
a respeito do algoritmo de colorizagdo. Durante seu desenvolvimento, apontamos detalhes que
foram deixados de lado no artigo de origem [11] os quais mereciam sua devida atencdo. A
medida que fomos interpretando e modelando da nossa maneira o problema, fomos capazes de
propor, assim, uma formulacédo final para 0 mesmo j& diferente da apresentada pelos autores
em [12].

No Capitulo 3 tomamos o cuidado de recapitular conceitos de otimizag&o irrestrita e
fungdes quadraticas em R” com a intencdo de tornar o trabalho mais completo e de facil
compreensdo. Prontamente, iniciamos uma discussdo intuitiva sobre o carater da funcgdo
objetivo do problema e prepararmos dessa forma as se¢des subsequentes. Usamos todo o
ferramental matematico concedido no inicio do capitulo e desenvolvemos nossos proprios
lemas e proposicdes. Por meio deles, determinamos restricdes que foram capazes de tornar o
sistema linear derivado do problema de otimizacao possivel e determinado, onde a matriz dos
coeficientes era simétrica e definida positiva. Dentro desse contexto, revisamos condi¢fes de
otimalidade assim como fatoragdo matricial e entdo apontamos um método adequado de

resolucdo para a nossa formulagdo. Ao fim, explicitamos a forma pela qual os autores do
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algoritmo de colorizagéo resolvem o problema e levantamos paralelos com a nossa abordagem

ja esperando que o nosso algoritmo de colorizagcdo modificado fosse mais eficiente.

O Capitulo 4 foi destinado a exposicdo dos resultados e fazer testes com todos 0s
parametros que foram levantados durante o desenvolvimento. Comegamos definindo os
detalhes técnicos e de implementacdo do projeto. Apresentamos todas as bibliotecas, sub-
rotinas e framework envolvidas na aplicacdo tomando o cuidado de expor os beneficios de cada
uma. Em seguida variamos o parametro de penalidade, o tamanho do raio de vizinhanca e a
funcéo de afinidade associada ao problema. Cada caso foi estudado cuidadosamente e exposto
na forma de figuras, gréaficos e tabelas. Para tal, aferimos a qualidade das imagens mediante o
calculo do valor de PSNR e verificamos o comportamento do tempo de processamento para
todas essas situacbes. O capitulo é entdo encerrado confrontando a nossa forma de
implementacdo com a utilizada pelos autores em [12] chegando a conclusédo de que a nossa
abordagem é de fato mais eficiente.

O Capitulo 5 vai além da proposta inicial do trabalho. A medida que os testes foram
sendo realizadas, novas ideias surgiam. Este capitulo consolida uma dessas ideias mas sem se
preocupar em fazer uma andlise tdo minuciosa assim como foi feito durante a construgdo dos
trés capitulos anteriores. Dito isso, a principio explicamos toda a motivacao por tras da nova
sugestdo. Explicamos de forma conveniente conceitos como filtros bilaterais e operacdes de
redimensionamento. Incorporamos tais conceitos no nosso algoritmo ja desenvolvido e os
adaptamos de forma a tornar a resolucdo do problema de minimizagdo muito menos custosa.
Testes sdo realizados e experimentos sdo expostos onde resultados gratificantes foram
observados. Concluimos o capitulo explicando mais um adicional que torna nossa aplicacdo

mais interessante: uma forma simples de colorizagéo interativa.

6.3 Trabalhos Futuros

Muitas ideias foram surgindo a medida que o trabalho foi sendo desenvolvido. Infelizmente, a
maioria delas foram despertadas ao fim do capitulo de resultados, quando o tempo habil
necessario para desenvolvé-las ja ndo era suficiente. Mesmo assim, conseguimos adicionar uma
delas neste trabalho por meio do Capitulo 5. A seguir levantamos algumas ideias que tivemos

que podem ser utilizadas em trabalhos futuros.

A sugestdo inicial surge do processo de colorizagdo iterativa. Assim como qualquer

processo artistico, colorir é uma tarefa que se faz progressivamente. Dessa maneira, do Capitulo
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2 verificamos que a geracdo de uma imagem colorida est4 diretamente relacionada a uma
atualizacdo na matriz dos coeficientes do sistema linear associado. Essa atualizacdo se da por
meio da soma de uma matriz simétrica do tipo AT A por uma matriz extremamente simples que
chamamos de AC. A sugestdo entdo é tentar estudar uma forma de atualizar a fatoracdo de
Cholesky (etapa mais dispendiosa do algoritmo) uma vez que o0 processo envolvido entre uma
resolucéo do sistema e outra, é a adicdo ou subtracdo dessa segunda matriz simploéria. Alguns
testes foram realizados utilizando-se as rotinas da biblioteca CHOLMOD afim de alcancar tal
objetivo, mas os resultados ndo foram satisfatorios; efetuar a fatoracdo uma segunda vez ainda
era mais barato do que fazer uma atualizacdo. Mesmo assim, tal sugestdo pode ser melhor

preparada.

A segunda proposta é a utilizacdo de processamento paralelo de modo a diminuir o
tempo total de execucdo do programa. Muitas bibliotecas dedicadas a resolucéo de sistemas
lineares esparsos com suporte de GPU estdo disponiveis livremente na WEB. Isso é algo
importante em face da dificuldade de se lidar com imagens de tamanhos exageradamente

grandes.

Uma terceira possibilidade é a utilizacdo de um espaco de cor alternativo. Ao invés de
YUV, deixamos como sugestdo o espaco de cor HSL (Hue, Saturation and Lightness). Seria
interessante verificar como a matiz (Hue) e a saturacdo (Saturation) se propagariam mediante

uma funcdo objetivo semelhante a utilizada neste trabalho.

A quarta alternativa € uma ideia simples mas promissora. A sugestdo €, ao invés de
desenvolver um algoritmo de colorizagdo via otimizacdo, desenvolver um algoritmo de
recolorizacdo via otimizacdo. Neste trabalho utilizamos as intensidades como forma de
ponderar os pixels adjacentes e assim propagar as cores. Se o interesse fosse recolorir uma
imagem, poderiamos adaptar as mesmas fungdes de afinidade de modo a incorporar as
informagdes de crominancia no calculo dos pesos. Isto €, ao recolorir uma maca de verde, a
propagacao seria mais eficaz uma vez que 0s pesos além das intensidades, conhecem também

as componentes de cor desse objeto (as tonalidades de vermelho da maga original).

Por fim, gostariamos de mencionar que melhorias no nosso algoritmo de colorizagdo
interativa podem ser efetuadas. Como ja dito, a falta de tempo habil nos impediu de melhora-
lo. Acreditamos que uma analise mais profunda do filtro JBU além da realizacdo de testes com

outras funcdes de espaco e de alcance podem render beneficios.
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6.4 Dificuldades

A principal dificuldade deste trabalho foi a falta de apoio tedrico do mesmo. O artigo se limitava
ao escopo de fornecer a funcdo objetivo juntamente com poucas explicacdes da mesma. Além

disso, tentamos também fazer contato com os autores afim de tirar ddvidas mas sem sucesso.

Outra dificuldade se deu a nivel de implementacdo. Diversas bibliotecas de resolucéo
de sistemas lineares esparsos foram testadas na busca de obter melhores resultados. Essa tarefa
se torna desgastante uma vez que € necessario compilar e instalar todas as sub-rotinas
necessarias, fazer testes de funcionamento e entdo aprender a utilizad-las estudando a
documentacao que, infelizmente, nem sempre é tdo amigavel. Finalmente, depois de inimeras
tentativas, chegamos a conclusdo de que CHOLMOD é uma excelente ferramenta

computacional nesse sentido.

6.5 Consideracdes Finais

O projeto incorpora assuntos abordados em diversas disciplinas do curso como forma de
fundamentacdo em seu desenvolvimento. Elementos oriundos principalmente de Algebra
Linear, Computacdo Grafica e Programacdo Ndo Linear foram revisados, compreendidos e
explicitados de forma simples e didatica na medida do necessario. Dessa forma, tentamos neste
trabalho mostrar o devido valor de tais contetdos; 0s quais merecem tanta atencdao quanto 0s

detalhes de implementacéo.

Assim, a maior satisfacdo que encontramos durante o desenvolvimento foi a forte
contribuicdo que ele nos deu no sentido do amadurecimento no &mbito da pesquisa e na
consolidacao de varios conteidos visto durante todos os anos do curso. Espero que este trabalho
sirva como referéncia tedrica para alunos que se interessem pelo algoritmo de colorizagdo (ou
assuntos do género) assim como um objeto capaz de despertar entusiasmo para a criacdo de

novas abordagens.
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